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Capitulo Primero

INFERENCIA ESTADISTICA APLICADA A LA
CIENCIA POLITICA

INTRODUCCION

Desde los albores de la historia un rasgo que caracteriza a todo agregado
de hombres es su preocupacién por el futuro y la comprensién de los
misterios de los fendmenos de la naturaleza, actualmente también
representa un motivo de interés el entendimiento del comportamiento
humano individual y social. La angustia que supone el desconocimiento
del devenir y de todo aquello que influye significativamente en nuestra
existencia, cuando no sabemos como funciona, representa una
caracteristica humana para todas las sociedades que han alcanzado
suficiente grado de civilizacion en sus diversas épocas de desarrollo. De
esta manera, los individuos que se dedicaron a explicar el mundo, han
prosperado al mismo tiempo que alcanzaron, en la generalidad de los
casos, preeminencia social; aunque excepcionalmente han sido
alcanzados por la desgracia, quemados en una hoguera o excluidos en la
algazara de la mediocridad, que opaca las voces de los verdaderos sabios.

Por lo argumentado, los sacerdotes, las pitonisas, los brujos, los
cientificos, los filésofos y todos aquellos que en relacién a los demas,
supuesta o realmente, tienen la ventaja de conocer lo que esta por ser y
lo intrinseco de lo que es, forman parte importante de las élites sociales
en virtud de su erudicion. Las agrupaciones de “sabios”, privilegiadas, en
todos los casos, influyen de forma directa o indirecta en la interpretacién
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social e histdrica del futuro de la humanidad o en la comprensién de lo
que para la generalidad de las personas, los hombres comunes,
representa un misterio, aunque la naturaleza intuitiva del ser humano de
forma previa al entendimiento estricto nos acerque a la verdad.

Ogafio, en realidad a partir del triunfo de la ilustracién?, como un signo
de la época, se exalta la ciencia, y todos, incluso quienes bordean los
lindes de la comprension vulgar, tienen la pretensiéon de llamarse
cientificos (hasta el extremo de que una turbamulta de ignorantes, en la
coligacidén légica y la estadistica. Asi muchos desde el pulpito del cargo
universitario presentan la indicada reivindicacidon, como si la especulacién
pudiera suplir las formas necesarias de la comprension estricta). En
nuestro tiempo, por oposicion, se menosprecia el conocimiento comun,
como también el conocimiento filosofico, que no estructura con
suficiente precisién un método especifico, asi la filosofia rindiéndose al
dominio de la ciencia, ha pretendido emular sus caracteristicas bajo los
signos kantianos y las graves tentaciones de la légica general con la que
Bertrand Russel y su seguidor Ludovico Wittgenstein intentaron
incendiar la filosofia, rescatada para bien de la humanidad por la pasién
de hombres como Federico Nietzsche, Martin Heidegger, que en general
consideran estultos a quienes no tienen este conocimiento, vy la
racionalidad de otros como Edmundo Husserl, que procurd dotarle de un
método privativo, suficientemente coherente para la apreciacidon de los
sabios dominadores de la légica y la matematica.

Los estudios cientificos prospectivos, sean de sustrato natural o de
materia social, de forma estricta se escinden en dos ramas, la analitico-

1 Coetdneo al de la Revolucién Francesa. Debe entenderse por “llustracion” al
movimiento cultural facetado en la racionalidad.
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deductiva y la positiva, que a su vez se encausan, respectivamente, en las
cuencas de las leyes de la inferencia logica y de la inferencia estadistica.
Si bien los estudios puramente deductivos (estrictamente formales),
pueden prescindir del auxilio de las conclusiones que impelen los
resultados de la teoria de la probabilidad, de la estadistica descriptiva y
de la inferencia estadistica; los estudios positivos, solamente tienen
sentido? cuando sus resultados son susceptibles de ser contrastados con
la realidad, y en este caso, son consubstanciales a que se hubieran
desarrollado ora de forma inductiva mediante observaciones
particulares de las que se ha extraido el sumun de la generalidad u ora
por la docimasia de hipdtesis, ambas acciones no pueden hacerse sino se
aplican los métodos que ensena la estadistica, que aunque como ciencia,
por si, representa interés (como un sistema matematico que hubo
alcanzado un alto grado de desarrollo proposicional) tiene mas valor
como ciencia instrumental; propedéutica que posibilita se erijan,
procesen y realicen conclusiones sobre la base de datos3.

La ciencia politica, como categoria gnoseoldgica, admite diversas
interpretaciones?, sin embargo solo la Ciencia Politica Positiva tiene el
mérito vy, tal vez para los no cultivados en los métodos estadisticos, la
petulancia de considerarse como verdadera, por lo que ninguna persona
que ignore la matematica universitaria, al menos fundamental, puede

2Eltérmino “sentido” como un enunciado que eventualmente puede ser contrastado con
la realidad; tomado del libro: “Légica de la Investigacidn Cientifica” de K. Popper, Espafia,
Editorial TECNOS S.A., 122 Edicion

3 In prima facie, entendidos como observaciones precisas y puntuales de una
determinada realidad.

4 Asi por ejemplo pudiéramos concebir la posibilidad epistémica de una Ciencia Politica
Analitico Deductiva, una Ciencia Politica Critica o de una Ciencia Politica Positiva, cuyas
proposiciones provienen de la observacion, por induccién.
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considerarse cientifico®. Asi, la ciencia politica positiva, construye su
basamento en la descripcidn de los hechos, por las variables mediante las
gue son caracterizados, como una proyeccién del plano infinitamente
dimensional de lo real, al plano limitado en el que se concibe un objeto
cientifico o, por la proposicién de relaciones causales estructuradas®, que
posibilitan su interpretacion actual y futura. Por lo expresado, la
Estadistica Descriptiva se limita a la descripcion estatica (de plena certeza
de lo que observa) en tanto que la Inferencia Estadistica, en aplicacion de
la teoria de la probabilidad y de apotegmas que le son propios, a la
descripcidn cinética de los hechos, sometida a los avatares del azar (bajo
patrones en los que las conclusiones, respecto al valor de lo que se
pretende hallar, tienen un grado limitado de verosimilitud).

El presente libro, que contiene la segunda parte de mi obra denominada
ESTADISTICA DESCRIPTIVA Y LA INFERENCIA ESTADISTICA APLICADA A LA
CIENCIA POLITICA, hasta la fecha el tnico texto de ensefianza oficial de la
Facultad de Derecho y Ciencias Politicas de la UMSA, intenta discurrir---
alejdndose de la superficialidad a la que arrastra el excesivo pragmatismo
gue se trasunta en los trillados ensayos ingenieriles que ignoran la
filosofia y la episteme de la ciencia politica positiva, incluidos varios
paquetes informaticos--- respecto al significado, al sentido y a la
aplicacion de los principales métodos de la inferencia estadistica en su
aplicacion al sustrato politico, que deberd ser entendido no solamente
como la actividad de las instituciones oficiales del estado y de los grupos
formales e informales de poder que coexisten en su seno, sino, en un

5> En nuestro tiempo, al menos el Célculo Diferencial de Variable Escalar, los rudimentos
del Algebra Matricial y de la Teoria de la Probabilidad.
® Concebidas bajo formas légicas o matematicas
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sentido mas amplio, como la actividad mediante la cual una persona’
intenta poner a otra en la esfera de su dominio®.

Se han desarrollado los tdpicos de la presente obra, en aras de la
pedagogia, con suficiente sencillez, sin embargo, resaltando algunas
demostraciones que por su importancia no pueden encontrarse ausentes
de cualquier exposicidon que aspire a ser relevante, de la estadistica
aplicada a la ciencia politica.

LA INFERENCIA ESTADISTICA Y LA CIENCIA POLITICA.-

La ciencia que no intenta la explicacién de entidades puramente légicas o
metafisicas, ambas erigidas luego de la delimitacion de una base
axiomatica y de las reglas de su interrelacién, necesariamente tiene por
instrumento la propedéutica matematica denominada “Estadistica”,
nombre que desafortunadamente, y en contra de las propias reglas de
composicidon cientifica, admite varias acepciones; entre las mas
destacadas, la mas elemental o basica (en un ambito no vulgar), asimila a
los resultados producidos por un conjunto de datos, “estadigrafos”
(como, la Media Aritmética, La mediana, la Desviacion Tipica etcétera);
otra concentrada en su funcidn, la define como la ciencia que genera las
operaciones matematicas que permiten sea inteligible, en un sentido no

7 La definicidn de persona, como entidad que tiene voluntad incluye al Estado e incluso a
las personas que no son reconocidas por éste.

8 Explanado asf en el conocido texto bdsico, y por lo tanto de lectura imprescindible:
“Introduccién a la Politica” de Mauricio Duverger, Barcelona-Espafia, Editorial Ariel
Coleccion Demos, 1978.
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trivial o filosé6fico®, la realidad natural o sociall®; también se la puede
entender como una rama de la matematica que independientemente de
su aplicacion, tiene suficiente relevancia, y que por ello adquirié en
nuestro tiempo autonomia, en la posibles diversidades de su
interpretacion, en atencion al origen de su nombre, se puede afirmar sin
incurrir en la banalidad, que es la ciencia que permite una adecuada
organizacion del Estado, mediante el establecimiento de las reglas que
hacen posible objetivar sus recursos 1.

La postrema definicion tiene referencia a la genealogia que permite
sefalar el surgimiento de la Estadistica, primero plasmada en un conjunto
de metddicas contables, como las sugeridas por Luca Paccioli'? o William
Petty!3, luego, mediante reglas generales de la descripcién precisa de la
realidad y posteriormente mediante leyes matematicas, que posibilitaron
la comprension de los elementos de un género, no en la placidez del
mundo deterministico, sino, en lo arrebatado de lo que se somete a la
contingencia. Por ultimo, en vista de que la propia metddica estadistica,
despojada de un contenido, representa suficiente interés como
estructura teorematica, se ha escindido la estadistica en una rama
aplicada y en otra puramente tedrica; la Estadistica Matemadtica,

° No se quiere expresar mediante éste aserto que la interpretacion vulgar se asimile o al
menos tenga el mismo valor que la filosofica, sino simplemente, que son dos
posibilidades mutuamente excluyentes de asimilar el mundo.

10 Definicién Propia de los autores, implica por complemento que ninguna interpretacion
del mundo, que no se construya sobre la base de datos y usando el instrumental
estadistico, no tiene el mérito de ser denominada cientifica.

11 Definicién propia de los autores.

2 Luca Paccioli (1445-1517), precursor del calculo de probabilidades, considerado el
“Padre de la Contabilidad” por haber inventado el principio de la doble partida

13 William Petty (1623-1687) famoso autor de la “Aritmética Politica (1960)”, obra en la
afirma que todos los bienes que posee un estado son susceptibles de ser mensurados.
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convertida en una teoria matematica madura, le ha dado sentido a la
ciencias positivas, que observan, teorizan y contrastan empiricamente,
erigiendo, refutando o condenando una teoria sobre la base de la cruda
realidad, que para la comprensidn no animal, se representa en datos**.

La ciencia politica verdadera, una especie de las ciencias positivas,
perseguida en nuestro tiempo con la misma safia que sufren las
religiones, por los “Ildedlogos” como M. Foucault, P. Bourdieu, J. Derrida,
M. Horkheimer, T. Adorno, J. Habermas, de modo ineluctable utilizara el
instrumental provisto por la Ciencia Estadistica. La denominada Ciencia
Critica, como un método alternativo de interpretacién del mundo, que
bajo un objetivo ideoldgico, entiende la realidad bajo lentes de distintos
colores, incluso los del arcoiris®.

CATEGORIAS!¢ PRIMIGENIAS DE LA TEORIAY DE LA
INFERENCIA ESTADISTICA
Definicion del Término Dato.-

Un dato, es la proyeccion delimitada que un hecho provoca en la mente
de un sujeto. Es una proyeccidén delimitada, en vista de que no se lo

1 Se dara, més adelante, una interpretacion precisa del término “dato”, por ser muy
importante.

15 Se hace referencia indirecta a la bandera que blanden los homosexuales.

16 Se entiende por categoria a un concepto muy importante (por lo que su conocimiento
resulta imprescindible) en la generacion de una teoria o de una doctrina (Definicion de
los autores).

7 Una “Teoria” es un conjunto de proposiciones conexas de distinta jerarquia, que tienen
por proposito la descripcion, la explicacion o la inferencia, de un objeto suficientemente
relevante. La jerarquia de las proposiciones componentes se establece en consecuencia
de la relevancia que tienen: a) En la definicién del Objeto que pretenden explicar,
entendido en abstracto. b) En las relaciones funcionales que subyacen a su existencia, c)
En su delimitacidn concreta, d) En sus accidentes (definicién de los autores).
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entiende fuera de un contexto que ha definido su interpretacion en
referencia a una variable cuya naturaleza cuantitativa o cualitativa,
representa el dmbito caracteristico de su existencia. En general los
hechos de modo objetivo, se entienden como un conjunto de datos, cuyo
sentido y significado se ha establecido de forma previa en abstracto. Bajo
un interés pedagdgico, un dato es una caracteristica escalar o vectorial
que se le atribuye a un ente.

llustracidon.- 1) Constituye un dato vectorial en tres dimensiones, en
referencia a un gas, su volumen limitado en mililitros, su presiéon
entendida en pascales, su temperatura comprendida mediante grados
centigrados. 2) La antigiedad de un gobernante y el grado de
educacion al que llegd, es un dato vectorial bidimensional. 3) El
porcentaje de abstencidn electoral, es un dato escalar.

Definicion del Término Azar.-

La palabra azar, representa en el ambito cientifico lo que en el vulgar
evoca la palabra “suerte”, el azar es la influencia de todas las fuerzas
causales que no habiendo sido identificadas, influyen en el momento de
producirse el resultado de un hecho natural o social'®. Ain bajo una
interpretacion determinista del mundo, que asume que a partir del inicio
del universo, el resultado de todos los fendmenos se encuentra
precisado, tiene igualmente sentido referirse al azar, en el acto
cognoscente (que identifica un sujeto), que ignora de forma exacta la
determinacién aludida, porque el intelecto (individual o colectivo) es
incapaz de tener conciencia omnisciente del designio universal. En la
episteme, como se deduce de la definicién citerior, seria imposible

18 Definicién de los autores.
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entender la definicién del término azar, si no se comprende previamente
la definicion del Término “Objeto Cientifico”.

Definicion del Término Objeto Cientifico.-

Un objeto cientifico, es la representacion de una cosa o de un fenédmeno,
por sus caracteristicas sustanciales, excluyendo aquellas que para su
comprensidn no resultan necesarias. Un objeto cientifico, representa la
delimitacion mediante un conjunto de elementos de una complejidad
real, para poder ser entendida en abstracto. Es el conjunto de
proyecciones de un ente real sobre los ejes vectoriales de un sistema de
coordenadas (plano de comprension cientifico) cuyas reglas de
composicion se han definido de forma previa, reglas de composicién del
sistema de coordenadas, como también las reglas de proyeccién sobre
los ejes que conforman el sistema de proyeccién, las mencionadas reglas,
no son Unicas sino dependen del grado de precisién que se intente dar a
la entidad real. En un apartado anterior, se hace referencia a la Poblacion
Objetivo, se precisara por ser muy importante, el concepto que se discute
en éste acapite.

Definicion del Término Experimento.-

Debera entenderse por experimento a un acto cientifico consistente en
la induccién de un suceso cuyo resultado de algin modo depende del
azar, estando sin embargo suficientemente circunscrito a un nimero
limitado de posibilidades o a la acotacion racional de estas. El acto de
experimentar es un acto plenamente consciente en el que un sujeto
patrocina la realizacidn de un evento cuyo resultado a priori es multiple,
aunque a posteriori se efectiviza en un Unico valor (o un subconjunto de
los resultados posibles). Se ha hecho popular la idea de que un
experimento solamente puede realizarse dentro de los limites de un
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laboratorio, esta apreciacion es innecesariamente restrictiva, en virtud de
gue es suficiente que una voluntad consciente con capacidad de registrar
los resultados y circunscribir (delimitar) el hecho azaroso, intervenga al
momento de su produccion.

llustracién.- La caida de un numero determinado de rayos en un
espacio geografico y en un determinado tiempo no constituye un
experimento (porque no ha sido provocado por algin hombre),
aunque si el acto de que se registre bajo la limitacidon anotada cuantos
rayos cayeron en la unidad de tiempo elegida, la propia delimitacion
geografica y del momento de registro, constituye parte de la intensién.

Definicion del Término Espacio Muestral.-

Se define en sentido estricto, por Espacio Muestral, a todos los resultados
posibles de la realizacidon de un experimento. Un Espacio Muestral es el
conjunto que contiene la totalidad de los resultados posibles de un
experimento, entendidos de forma extensiva’® o bajo una regla que
permite generarlos, una vez que se ha establecido su delimitacion.

llustracion.- El espacio muestral que resulta del evento arrojar una
moneda (con borde filoso) es el conjunto que contiene los eventos,
gue la moneda salga en cara y el que la moneda salga en cruz,
cualquier otro resultado no tiene sentido en referencia al
experimento.

Presentando otro ejemplo, dado un conjunto de partidos politicos que
pugnan en una eleccion, se puede definir el espacio muestral asociado al

19 Descritos de modo exhaustivo; uno por uno.
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indicado evento, como la totalidad de ordenes gradientes?® posibles que
pudieran generarse a partir de su resultado, en este caso el resultado es
vectorial.

Definicion del Término Variable Aleatoria.-

En un sentido estricto, una variable aleatoria es un conjunto numérico,
gque circunscripto a la axiomatica de la probabilidad, representa la
proyeccion de un espacio muestral?, de modo sobreyectivo e inyectivo.
Sobreyectivo, en el sentido de que todos los eventos contenidos como
elementos del espacio muestral tienen un reflejo (numérico) en la
variable aleatoria e inyectivo, significando que presentan un Unico
reflejo.

Existen dos clases de variables aleatorias, las variables aleatorias discretas
y las variables aleatorias continuas, (pudiendo aceptarse una clase
anfotera que resulta de la combinacidn de entrambas) que seran
precisadas en los siguientes paragrafos.

Variable Aleatoria Discreta.-

Se define por Variable Aleatoria Discreta al conjunto numérico
numerable?? (sus elementos se pueden hacer corresponder

20 E| total de permutaciones generadas a partir de ordenar los partidos en referencia del
resultado electoral.

21 Definicion de los autores

22 Un “Conjunto Numérico Numerable”, estd integrado por nimeros que se pueden
contar.
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biyectivamente?? con el conjunto de los niimeros naturales) en el que
se proyecta funcionalmente?* un espacio muestral.

Variable Aleatoria Continua.-

Una Variable Aleatoria Continua, esta constituida por uno o por varios
segmentes no intersectados® del conjunto de los nimeros reales, que
representan los elementos de un espacio muestral (en la generalidad
infinito no numerable, aunque esta no es una limitacidon para que un
espacio muestral numerable no pueda ser representado por un espacio
muestral no numerable.

A los resultados numerables de un experimento les pudiera
corresponder un conjunto integrado por segmentos de los Reales, sin
embargo, si los resultados fueran infinitos no numerables, es imposible
gue sean representados por cualquier conjunto numerable como por
ejemplo el conjunto de los Racionales, no quedando otra alternativa de
gue sean expresados, por un conjunto no numerable, como lo es el
conjunto de los Reales. La “Acotacién Originaria” de los elementos de un
espacio muestral, a efecto de hacer sus elementos numerables, no
representa por si la definicion de una variable aleatoria.

llustraciéon.- En un conjunto de eventos que constituye la vida
superior, entendida a partir de la concepcién, pudiera definirse como
evento relevante el nacimiento. Y a partir de esta interpretacién,

23 A cada elemento de la Variable Aleatoria le corresponde un Unico nimero natural y
reciprocamente a ese nimero natural le corresponde Unicamente aquel elemento de la
variable aleatoria. Entre los conjuntos se define de modo reciproco una funcién inversa,
es decir los conjuntos son reciprocamente funcionales (definicién del autor).

24 Sobreyectivamente e inyectivamente.

25 Que no tienen elementos en comun.
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asumir que la muerte tiene la posibilidad de ocurrir en infinitos, no
numerables, momentos de ocurrir a partir de la concepcion, en el
momento exacto del nacimiento y en otros infinitos, no numerables
momentos desde este (sin incluirlo), hasta la muerte. El primer tracto
puede ser representado mediante una variable aleatoria continua, el
segundo por una variable aleatoria discreta y el tercero por otra
continua.

Definicion del término Campo de Probabilidad.-

El campo de probabilidad de una variable aleatoria discreta es el conjunto
de puntos pertenecientes a un espacio euclideo discontinuo establecido
como un producto vectorial de dos ejes numéricos numerables para los
cuales la probabilidad es diferente de cero.

El Campo de Probabilidad de una Variable Aleatoria Continua, es el
espacio euclideo resultante del producto vectorial de dos o mas ejes
vectoriales (en composicion ortogonal)?® en el cual su puntos
componentes manifiestan, bajo una medida de intensidad, la posibilidad
de la realizacidon de un suceso?’.

Funciones de cuantia de probabilidad.-

Se denomina funcién de cuantia de probabilidad a la funcién que asigna
un valor de probabilidad a cada uno de los puntos del campo de
probabilidad de una variable aleatoria discreta, de forma que la
probabilidad asignada es mayor o igual a cero, siendo la suma total de las
probabilidades asignadas igual a uno.

26 perpendiculares entre si.
27 Definicién propia del autor.
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En el caso escalar:

P(x)=0

P(xl-)=1 , \/XL' (SR

Donde 9 es el campo de definicién de la variable aleatoria.

i
3

1=

=

En un dmbito mas amplio se cumple, siguiendo la axiomatica de la
probabilidad:

P(xll X, wee wre e aen ...xn,i) =0
=n

P(xll Xpi X3 ....xn'i) =1
i=1

Funciones de Densidad de probabilidad.-

Las funciones que sefalan la intensidad de probabilidad en los infinito-
no numerables puntos de un campo continuo, que a su vez representa un
espacio muestral S, de la misma naturaleza?®, se denominan Funciones
de Densidad de Probabilidad®’, f(x). Como se explicé en el primer
tomo, cumplen con la axiomdtica de la probabilidad de modo que 1) son
no negativas en todo su campo de existencia, R,, que in prima facie esta
representado por todos los nimeros reales, que sin embargo, con

28 Escalar o vectorial, en el cual la funcién de densidad es distinta de cero. Aunque
excepcionalmente pudiera tomar este valor en un punto interior del referido campo.

29 | valor de la probabilidad en una singularidad, un punto, evidentemente es cero, en
consecuencia de la definicion cldsica de la probabilidad, casos favorables (en este caso
uno) sobre casos totales (infinitos). La anterior idea ha sido expuesta en el primer tomo
de la obra de modo extenso.
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efectos practicos, en numerosos casos, se acota en uno o mas
segmentos®®. 2) ademds que en el referido campo la agregacién
infinitesimal de las funciones de densidad de probabilidad es uno; en
particular, en el caso de que el campo en el cual se define la funcién sea
unidimensional, que se denomina escalar, se tiene

2) f. F(x)dx

In estricto sensu (en términos matematicos), las funciones de densidad
de probabilidad estan definidas como el cociente del cambio de Ia
acumulacién de probabilidad ocasionado por la variacién del argumento
(x) y, el mencionado cambio del argumento, cuando este cambio (h) se
hace indefinidamente cero; la densidad de probabilidad es la
probabilidad infinitesimal suscitada en la vecindad de un punto
perteneciente al campo de existencia de una variable aleatoria continua.

J5 (x4 hydx = 7 (x)dx
h

f(x) =lim

En el caso de que el campo no sea unidimensional, es decir se represente
mediante un vector genérico3!, k dimensional, X, = (xq, X3, X3, .. .. Xk),
de similar manera se cumple que:

1) f(R) =0

30 pefinidos con precision, mediante sus cotas, que en general en las referidas cotas
expresan un valor para la funcion de densidad de probabilidad diferente de cero.
31 Que representa cualquiera de los puntos que componen el campo.
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[ .... ...fé"'kf(xk)dxldxzdx3 e dxy =1

S

Definiéndose la funcion de densidad de probabilidad vectorial como:

[f ] ;‘;k(ka)dx—fff ........ fé“ék(xk)dx
hi

NX,) = lim
f(%) = Jim
Expresion en la que hy, representa un vector de infinitésimos32.

En adelante, debido al nivel que se pretende otorgar al texto33,
Unicamente se hara referencia a funciones de densidad de probabilidad
escalares.

Funciones de Distribucion de Probabilidad

Se define la funcién de acumulacién de probabilidad, Fx(t), que también
se llaman Funcién de Distribucidon de Probabilidad, como la funcién que
indica hasta un pardmetro t, perteneciente al campo de definicién de la
variable aleatoria, cual es la probabilidad de que ocurran eventos
representados por sus valores comprendidos desde la cota minorante

(cm) de la variable, hasta el indicado punto t34.
En el caso de variables aleatorias discretas
Fx() =P(X <t) = XL, P(x;)

En el caso de variables aleatorias continuas

32 Un vector en el que todos sus componentes son indefinidamente pequefios.

33 Guia para un primer afio de la Carrera de Ciencia Politica y Gestién Publica.

34 En la definicidn matematica que sigue, se ha asumido que el minorante corresponde a
—00, aunque evidentemente su acotacion puede ser reducida a valores relevantes (con
densidad de probabilidad distinta de cero).
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Fy(®) = P(X < ©) = [, f()dx,

Esperanza Matematica de Una Variable Aleatoria.-

Se define por esperanza matematica al valor al cual converge un campo
de probabilidad3. En el caso de las variables aleatorias discretas es la
sumatoria de los productos de los valores que definen la variable
aleatoria, por sus respectivas probabilidades. La esperanza matematica
de las variables aleatorias continuas es, La suma infinitesimal (en su
campo de existencia) del producto de los elementos de una variable
aleatoria por la densidad de probabilidad, en cada uno de los indicados

puntos3¢;
Caso discreto E(x) = Rx x;iP(x;)
Caso continuo E(x) = fo fx)dx

Variancia y Desviacion Tipica de Una Variable Aleatoria

El grado de dispersion®’ de los valores concurrentes en un campo de
probabilidad inherente a una variable aleatoria, puede ser evaluado,
entre varias maneras posibles, de forma principal®®, mediante su
variancia, V (x), o su desviacidn tipica, s,, definiéndose la variancia como
la Esperanza Matemadtica de los desvios cuadraticos de la variable

3 parafraseando: “La esperanza matematica de una variable aleatoria, es el parametro
que representa a la integridad del recorrido de la variable aleatoria, dado un campo de
probabilidad inherente a los elementos que la integran”

36 Definicion del Autor.

37 Cuan semejantes son entre si.

38 porque suponen los métodos mas recurridos para evaluar la dispersion.

23



Estadistica descriptiva e Inferencia Estadistica

aleatoria, respecto a su media; y por desviacion tipica, a la raiz cuadrada
positiva del indicado valor3?:

V(x) = E((x — E(x))” = E(x? — 2xE(x) + E(x)?)
V(x) = E(x?) — E(2xE(x)) + E(E (x)?
V(x) = E(x?) — E(x)?

Expresion equivalente que permite alternativamente decir que la
variancia de una variable es igual a la esperanza matematica de sus
valores al cuadrado menos su esperanza matematica al cuadrado.

S = V()

Es importante notar que la desviacidn tipica de una variable es un
parametro expresado en sus mismas unidades.

Funciones de Variables Aleatorias

Se define por funcién de una variable aleatoria,x (Funcién de Variable
Aleatoria, FVA), a la funcidn escalar o vectorial g(x), que la tiene por
argumento. Transformando la representacién matematica de un espacio
muestral, siendo equivalentes en términos de la probabilidad (Densidad
de Probabilidad) las dos diferentes representaciones.

llustracién.- El espacio muestral asociado al experimento, los
resultados de arrojar un dado, puede ser representado por

3 Témese en cuenta que el resultado es andlogo al que se refiere para las variables
descriptivas interpretadas en el capitulo octavo del primer tomo de la obra.
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X =1{1,2,3,4,5,6} o alternativamente, definiendo y = 2x — 3 por el
conjuntoY ={-1,1,3,5,7,9}.

llustracion (1).-Definiéndose la variable aleatoria continua como la
fraccion unitaria®® que obtendria un partido politico participe en una
eleccién determinada, x, la variable aleatoria definida como la

. o sye X .
preminencia politica*! ,y = T-p "epresentauna transformacion en el

intervalo abierto ]0 oo|.
Funciones de Probabilidad y de Densidad de Probabilidad de
Variables Aleatorias Transformadas

Una transformacion mondtona estrictamente creciente 42, y = h(x) de
una variable aleatoria, tiene por funcién de distribucion de probabilidad:

Fy(t) = Fx(h™(0))

En tanto que una transformacién monétona estrictamente decreciente
presenta la siguiente funcién de distribucién de probabilidad:

Fy(t) =1—Fx(h™'(®) + P(x = h1 (1))

40 En términos porcentuales, mas usuales, se entiende como el porcentaje de votacién.
41 Definida como el porcentaje que adquiere una fuerza politica participe en una eleccion,
respecto al que no lo obtiene. Representa una medida del dominio que tiene una fuerza
politica en un campo politico.
42 Una Transformacién Mondtona Creciente se da cuando siendo y = f(x), y v un
parametro cualquiera, implica que en todo el campo de la transformacién
si(x+v)>x-f(x+v)>f(x)

De forma opuesta una Transformacion Mondétona Decreciente se da en el caso de que
si(x+v)>x->f(x+v)<f(x)
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Momentos y Funcidon Generatriz de Momentos

Se tiene por el momento n de una variable aleatoria, M, (n), a la
esperanza matematica de los valores de la variable aleatoria elevados al
natural n;

M,(n) = E(x™)
Debera entenderse que la Funcién Generatriz de Momentos de una
Variable Aleatoria Discreta viene dada por:

Se define la funcién generatriz de momentos, M, (t), de una variable
aleatoria continua como la esperanza matematica de e‘*; expresién en
la que t es una variable auxiliar “post funcional*®”, en caso de que la
referida exista, sea finita, en otro caso, la variable aleatoria carece de una
funcion generatriz de momentos;

M,y (8) = E(e'™) = [,"e™™ f(x)dx

Expresion en la que R, representa el campo de definicion de la variable
aleatoria, esta funcion es altamente importante porque permite de una
manera operacionalmente facil encontrar los momentos no
desplazados* de una variable aleatoria (y mediante ellos sus estadigrafos
principales)

43 Tomada como una constante al momento de encontrarse la esperanza matematica y
como una variable luego de que ésta es hallada.

4 No desplazado, significa el momento respecto al origen (cero), un momento
desplazado respecto a una constante, que regularmente es un estadigrafo de tendencia
central, puede ser representado por E((x — ¢)™), que implica un desplazamiento simple
del vector que mide la variable aleatoria.
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Se encuentra un momento especifico, n, de la variable aleatoria
derivando n veces la funcién generatriz de momentos, respecto a la
variable auxiliar t, es decir sucesivamente en correspondencia al nimero
de momento que se quiere encontrar®y, evaluando luego esta derivada
ent=0 “°;

E(x™) = d(b:i(::t)) I,

Teorema de La Unicidad de la Funcion Generatriz de
Momentos y otros teoremas relacionados

El teorema nominado, cuya demostracion excede el nivel de la
matematica usada en la exposicién del presente texto, como se ha
referenciado en la introduccién del presente capitulo, es crucial en la
interrelaciéon de la Normal y la Chi Cuadrado que se expondrda mas
adelante y, se puede hacer efable de la siguiente manera:

Si se ha verificado que dos variables aleatorias, tienen la misma funcién
generatriz de momentos, entonces se puede afirmar que ambas tienen
la misma distribucién de probabilidad*’. Mediante otra enunciacién, se
puede afirmar que en el caso de que sea posible encontrarla®, a cada
variable aleatoria le corresponde una unica funcion generatriz de
momentos.

4> Durante las operaciones mencionadas, se asume invariante la variable aleatoria x
46 | a funcion generatriz de momentos, representa una notable aplicacién de la serie de
Mclaurin en la que la funcién exponencial de base natural tiene el desarrollo:

2
X — x- x
e=1+x+ 2ttt at ety n!
47 La misma Funcion de Cuantia de Probabilidad si son discretas y la misma funciéon de
densidad de probabilidad cuando son continuas.

48 No es posible hallar en todos los casos el algoritmo que define la funcidn generatriz de
momentos respectiva.

3 4 5 6
X X X X x
— 4 =
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Otros teoremas importantes, relacionados al principal, enuncian:

1) Que, la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria
transformada mediante la adiciéon de una constante ¢, es la funcién
generatriz de momentos de la variable original multiplicada por la base
neperiana elevada a la constante multiplicada por t%;

Myyc (1) = eCth(t)

2) Que, la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria
transformada mediante la multiplicacién de una constante a, es la
funcién generatriz de la variable aleatoria original, en la que el argumento
t, es sustituido por t" que es igual al producto de t con la constante
indicada®’;

M, () = Mx(at)

3) Que, la funcién generatriz de momentos de la variable aleatoria que
resulta de la suma de n variables aleatorias independientes, es igual al
producto de las funciones generatrices de momentos de sus funciones
componentes®?,

i=n
Myizn,, (1) = Hl-le"i(t)

% Enunciado evidente en aplicacion de las propiedades de los exponentes y de la
esperanza matematica.
%0 En este caso el simple cambio de variable de t'=at, hace evidente el resultado.
51 Demostracion :Sea S = x;+X; + X3 + X4 e ven o Xm con la funciones generatriz de
momentos:  Mg(t) = E(eSh)

Ms(t) — E(e(x1+x2+x3+x4 ........... xm)t) — E(exlt % X2t  pX3l 4 pXat exmt)

Mg(t) = E(e*1t) « E(e*2t) x E(e*3t) * E(e*4!) ... ........ E(e*m)

Mg(t) = My, (t) * My, (&) * My, (t) * My, (£) coo e v eee e My (8) =

12 M, ()
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Capitulo Sequndo

PRINCIPALES CONCEPTOS Y OBJETIVOS DE LA
INFERENCIA ESTADISTICA

De acuerdo al grado de su desarrollo, y como se afirmé en el capitulo
primero del primer tomo, toda ciencia positiva intenta cumplir en orden
secuencial, los siguientes objetivos:

a) La descripcion de un sustrato delimitado (mediante categorias
epistémicas especiales, previamente definidas en aras de la mision
enunciada). Resulta un absurdo denominar cientifica a una descripcion
gue no tenga por base su referencia a un sustrato de datos y el método
para su procesamiento.

b) La interpretacion de los vinculos causales mediante teorias
inductivas®?, o mediante la contrastacion de hipdtesis previas, respecto a
la relacién entre las variables que definen en abstracto un objeto
cientifico, o la verificacion de la subsunciéon de un hecho concreto a la
aludida definicion.

52 los grados después de mdltiples observaciones, plasmados en exhaustivas
descripciones
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c) La prediccién intrapolar®® o extrapolar de las relaciones funcionales
gue completarian una nueva posiciéon del objeto cientifico, entendido
como un vector integrado por un numero limitado de variables®*.
Prediccidon necesariamente sujeta a un modelo matematico, o al menos,
a una estructura proposicional en la que son explicitas las reglas de
composicion de los elementos que la integran.

Definicion del término Estadistica Inferencial.-

Se puede definir el significante Estadistica Inferencial como:

“El conjunto de procedimientos que permiten, con un error
maximo predeterminado y a un grado de confianza no absoluto, la
determinacién de pardmetros o caracteristicas inherentes al
estado actual o futuro una poblacion, sobre la base de parametros
muestrales, denominados estadigrafos muestrales>>”.

En otros términos:

Representa el estudio de los métodos que permiten establecer la
apreciacion cientifica no descriptiva, actual o futura, de un sustrato
(natural o social) cuyo conocimiento es el objetivo de la investigacion. La
inferencia estadistica ensefia a conocer, con un grado aceptable de
verosimilitud, el todo®® mediante la parte (La poblacion teniendo como

53 Cuyo valor se encuentra entre los valores previamente observados del efecto.

54 Las mds importantes en razén de su comprension.

%5 Definicidn del autor.

%6 En el contexto de las ideas que se explanan, se entiende el “todo” como la reunién de
los elementos que lo conforman bajo una relacidn que escapa a lo puramente agregativo,
en referencia a que se plasma en una peculiar distribucion.
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instrumento la muestra) y el futuro, mediante el comportamiento
pasado y presente de los datos.

El término apreciacion cientifica®’, in prima facie grandilocuente, se
justifica en virtud a que cualquier otra forma de conocimiento de un
sustrato objetivo, en cualquier ciencia natural o social, librada al arbitrio
de la especulacién y no enmarcada en los canones estrictos de la
inferencia estadistica, que generan formas especificas de interpretacion
de un conjunto de datos (en general) interrelacionados entre si, se escapa
de los lindes de la objetividad®®, un requisito esencial de cualquier
codificacion de conocimientos que alcanzé la calidad de ser incorporado
a los sistemas cientificos.

DISTRIBUCIONES DE MUESTREO

Poblacion y Muestra.- En la definicion citerior se ha nombrado dos
términos que merecen ser suficientemente explicitados, poblacién y
muestra:

57 La Apreciacidn Cientffica, definida en el texto de forma implicita, explicitamente quiere
decir, observacion metddica de una realidad, en la cual sus elementos, son considerados
como elementos primigenios de una o varias operaciones que quiere dotarles de
sistematicidad. A su vez, el término operacion significa, la definicion de una relacién
I6gica o metddica, entre dos o mas factores, (los elementos naturales o sociales
representados por simbolos), de modo que entre ellos puedan determinarse relaciones
funcionales suficientemente significativas, en relacién a la intensién original que ha
motivado el acto de su comprensién.

%8 Que sea observado por cualquiera, que tiene el conocimiento de su definicidn
(proyeccién a un conjunto de variables) de la misma manera
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POBLACION

Discusion e Interpretacion Filosofica de la Poblacion

En la ciencia positiva se considera poblacidn a un género integrado por
varios (incluso infinitos®®) especimenes que expresan caracteristicas
comunes, los cuales originalmente siendo “cosas” reales o sociales, se
convierten en “objetos”, cuando para su comprensién (transportacion a
la objetividad) se les atribuye un vector de caracteristicas y en
determinados casos, nexos previos de interrelacion entre los indicados
atributos. El término hecho natural o hecho social®, implica en todos los
casos, la comprension de un acontecimiento en referencia a la
subsuncion de categorias previamente establecidas, por lo que los
hechos, como entidades que pueda procesar la inteligencia consciente,
no existen de forma independiente de los conceptos que permiten su
interpretacion. Entonces aunque existe sin la presencia de al menos un
sujeto, un mundo de cosas, que incluso pudieran ser captadas por el
instinto, estas cosas, en el momento de convertirse en elementos de un
género, al que la mente les ha otorgado caracterizacién, se convierten en
objetos cientificos, tanto mejor troquelados, cuando la inteligencia ha

% En realidad, significa que los elementos que conforman una poblacién, puedan
contarse, o mejor, se pueda hacer corresponder biunivocamente los elementos de la
poblacidon con los correspondientes del conjunto de los nimeros naturales.

®0 Difundido de forma profusa por el Sociélogo Emilio Durkheim, principalmente en el
texto denominado “Las reglas del Método Sociologico”. En realidad, un “Hecho Social” es
un acontecimiento de relevancia social, comprendido por su subsuncion a
conceptualizaciones que lo desarrollan en abstracto. La ciencia o incluso el Estado (en el
caso de la definicion de los delitos) define las caracteristicas de una conducta, en nuestro
medio, muchos Fiscales de Materia e incluso docentes del drea penal, expresan,
nimbados en la ignorancia “Se investigan hechos y no delitos”, como si los hechos
pudieran ser comprendidos en abstraccién de un tipo.
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elegido, del mejor modo posible®!, las variables adecuadas para su
descripcién.

Entonces; “la cosa”, representa una entidad natural o social, de
apreciacion y de identificaciéon intuitiva®? e ilimitada (integrada por
infinitas variables), en tanto que el objeto constituye la proyeccién de la
cosa a un espacio euclideo % (o a veces a un espacio mucho mas
complejo) constituido por un conjunto predefinido de variables, en
interés del sujeto que pretende conocerla. Si bien la cosa, tiene existencia
independiente del sujeto, porque de forma previa forma parte del
mundo, el objeto que se intenta conocer, surge y adquiere existencia de
la unidn hipostatica de la mente individual o colectiva del sujeto, que ha
seleccionado con una intencidn, las particularidades® que considera son
relevantes en la cosa. Por lo expuesto, dos sujetos distintos, pueden
contemplar la misma “cosa”, sin embargo contemplaran el mismo
objeto, si y solo si previamente hubieran concordado en las
caracteristicas que lo proyectan a la comprension y luego a la
posibilidad de su comunicacién®. En realidad, si no se hubieran puesto
de acuerdo previamente en las variables que definen la cosa, seria

61 El menor modo posible, en atencién a un interés cognitivo especifico. Pudieran ser
diferentes las variables que delimitan un objeto cientifico si la motivacion es distinta.

62 El autor en sus Discursos Filoséficos, propone que la intuicidn es un intermedio entre
el instinto y la razdn y tiene una raigambre exclusivamente humana.

3 Un espacio, cuyos planos de proyeccién se encuentran coordinados bajo reglas
predefinidas. El concepto referenciado, representa una generalizacion del Espacio
Euclideo Fisico, definido como un conjunto de ejes coordenados bajo una relacion
ortogonal y cuyas medidas paramétricas tienen la misma dimensién.

%4 De cada singularidad perteneciente al género.

%5 Esta idea, en esos mismos términos, fue expresada por la filésofa boliviana Edda
Valdivia Viuda de Martinez.
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imposible su comunicacidn o al menos se distorsionaria, en tanto que al
referirse a una misma cosa, la interpretarian como objetos distintos.

La poblaciéon (o una poblacién), debido a los argumentos vertidos,
representa un constructo definido de forma previa con un alto grado de
arbitrariedad®®, que sin embargo una vez establecido, reata cualquier
interpretacidn a su definicion primigenia. Los enunciados que se expresan
respecto a la poblacibn en todos los casos representan
generalizaciones®’.

llustracién.- El género “los estudiantes universitarios”, originalmente
representa una agregacion de cosas singulares, sin embargo si los
identificamos por ejemplo, por cuatro variables como ser: La
universidad a la que pertenecen, su sexo, su edad, y la carrera que
siguen, se convierte en objeto cientifico, cuya reuniéon de
componentes, bajo esa restriccion, se denomina poblacién de
estudiantes universitarios. Las mismas cosas, estudiantes
universitarios, pudieran convertirse en objeto distinto, y por ende una
poblacién diferente si a la tetra dimensionalidad que los define
agregariamos por ejemplo, el promedio de notas y su nivel de
inteligencia de los elementos integrantes del género, entonces serian

8 E| significado del género, discutido por primera vez en el Organdn de Aristételes que le
denomind “Sustancia Segunda”, ha provocado una de las mas importantes discusiones
filosoficas de todos los tiempos, que alcanzo relevancia en la edad media, en la que se
originaron profundas disquisiciones ontoldgicas entre los propulsores del Realismo, el
Nominalismo y el Conceptualismo

7 En el sentido culto, una generalizacidn, es un predicado que se dirige a la descripcién
o interpretacion de un género, en el uso vulgar, la palabra generalizacién refiere la
atribucidn de una caracteristica a todos los elementos poblacionales.
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entendidos como objetos en la sexta dimensién. Notese que
corresponderian a distintas proyecciones de la misma poblacién real.

Objetivo de Una Investigacion Cientifica.-

El objetivo de toda investigacion cientifica positiva es el conocimiento---
con un animo estrictamente académico o con la finalidad de utilizar este
conocimiento de forma préctica-- a un grado suficiente de certeza®, de
una poblacidon®. El conocer la poblacién, presenta tres posibilidades:

1) La comprensidon de las determinaciones facticas relevantes de un
género, entendido como reunién de objetos singulares que mediante su
inscripcidon en un conjunto, que los supone interrelacionados adquiere
personificaciéon’®. La propia definicion de su significado, mediante la
eleccion de las variables que la representan como objeto cientifico.

2) La determinacién de pardmetros (numéricos) que permiten, en
referencia a las categorias enunciadas en el punto anterior, su
caracterizacion general en referencia de sus elementos, respecto a su
representatividad, semejanza, tendencia y aproximacién a un género
ideal,

3) El sentido y el significado que hacen que la poblacién, represente
mucho mas que la agregacién simple de los elementos que la conforman,
de manera que incluso caracteristicas eminentemente cuantitativas, no

®8 En el sentido de aproximacion a la verdad

 Auln en el caso de que se estudiara una individualidad, se haria referencia como se
porta en el tiempo o en relacién a las demas; cada uno de estos puntos representaria un
elemento para la comprension de la individualidad.

70 puede entenderse de forma distinta e independiente de los elementos que la hubieron
constituido.
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necesariamente otorguen un resultado convexo’* o una operacion
conmutativa’.

4) El prondstico de su composicion en el futuro, sobre la base de las
tendencias que en el pasado y en el presente han indicado sus elementos
componentes.

llustracion: Sean dos fuerzas politicas A y B, la primera dotada de una
intencion de 80 en una escala centigrada en establecer alianza con la
fuerza politica B, siendo que la B tiene la intensién de 50 de establecer
una alianza politica con A, es de esperar que la operacidon “**” que
sefala el grado de efectividad de la alianza arroje distintos resultados,
segun se conmuten los factores intervinientes es decir (A**B)=(B**A)
si la fuerza politica A, le pide alianza a B u opuestamente cuando B, le
pide alianza a A.

Comprension Objetiva de la Poblacion.-

La Unica manera en la que la multiplicidad de especimenes que congloba
una poblacidn, pueda expresar sus “Caracteristicas de Generalidad” es
mediante los estadigrafos poblacionales. Los cuales son parametros,
generados por operaciones que tienen como factores a las caracteristicas
singulares realmente efectivizadas de las variables mediante las cuales
se han definido los elementos de la poblacién, adecuadamente
transformados a patrones numéricos, datos’3.

1 Que la suma de las partes sea igual al todo.

’2Que el orden en el que los atributos son agregados, no tenga influencia en el resultado.
73 Observacién precisa y puntual de una determinada realidad, como se ha referido en un
anterior pie de pagina, téngase presente, que un punto puede ser comprendido, en
espacios euclideos de distintas dimensiones (una o mas) e incluso en espacios mas
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Cuando las mencionadas caracteristicas individualizadas (reducidas a
valores concretos) pueden ser conocidas en su totalidad o cuando al no
ser conocidas de forma completa, para que puedan determinar mediante
el uso directo de una formula, un resultado, se las infiere usando métodos
que ensefia la Inferencia Estadistica’. Entonces el objetivo principal de
la Inferencia Estadistica, es el de servir de instrumento de introspeccion
a cualquier ciencia positiva, como por ejemplo la Ciencia Politica, para
gque comprenda de forma objetiva (como objeto cientifico) una
poblacién, respecto a la cual ha dirigido un interés particular. Aunque es
trivial, es oportuno sefalar que una misma poblacién real, de acuerdo a
los patrones singulares de comprensién tedrica, que se ha usado en su
objetivacién, puede proyectarse a diferentes poblaciones cientificas
(cuyos elementos se entienden mediante un vector de caracteristicas
previamente acordadas).

llustracion.- La poblacion real de las mujeres, puede proyectarse a su
entendimiento cientifico, mediante tres variables, su edad, su peso y
su belleza, o con cuatro variables como ser, el lugar de su nacimiento,
su estado civil, su edad y su salud, de acuerdo al interés por
comprenderla.

llustracion (l).- Los planetas del sistema solar, como poblacién real,
pueden proyectarse a su comprension como poblacién cientifica a un
vector (tetra dimensional) que tenga por componentes su tamafio, su
temperatura, su distancia al sol y su densidad u a otra poblacién

complejos, en los cuales los ejes de proyeccion pudieran ser mas complicados, en
atencion a la generalizacion de Hilbert.

74 Y en determinados casos la propia Idgica. El Sentido Cientifico, Diferente al Sentido
Comun. El primero que intuye sobre la base de una fundamentacion y el segundo por la
inmediacion sensorial o por la tradicion.
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cientifica bidimensional que tenga por variables de definicion,
simplemente su distancia desde La Tierra y su masa.

Representacion Formal De Una Poblacion y Del Estudio
Cientifico Positivo.-

En atencidn a las ideas enunciadas, una poblacion se representa por:
Prxm =i X5

Una matriz de dimension N x M en la que N, indica el Tamaio
Poblacional’”> y M, su Dimensién Objetiva’®, denominada también
Dimensién Tedrica’”’. Bajo la indicacién que otorga esta forma de
representacion, puede afirmarse que la poblacidn, representa un espacio
singular discreto’®. La poblacién originalmente, representa la reunién de
un conjunto de vectores independientes, cuya dimension es el ambito

7> Eventualmente infinito
76 Una representacion alternativa, expuesta en aras del interés pedagdgico es:

X1,1 X1,2 X1,3 XL At X1,M
X2,1 X2,2 X2,3 28 i, X2,M
X3,1 X3,2 X3,3 X3, 4t X3,M
X4,1 X4,2 X4,3 XA A oiiiiiiiiiii i X4a,Mm
Xs5,1 Xs,2 Xs5,3 D X5,M
Prnxm =
XN-21 XN-2,2 XN-2,3 N2, eeveeereeeeeesasseesenseessnsbeesaneeeeneae e nees XN-2M-1 X1,M
XN-1,1 XN-12 XN-1,3 XN-T A eeveeeeeeeeeeee e e eeeee s et e e et e e e e e e eeae e XN-LM-1 XN-1M
XN,1 XN,2 XN,3 XN ettt XN,M-1 X N,M

77 Entendiéndose, por teorizacién a la dimensionalidad que se le ha otorgado al objeto de
estudio.

78 Es un espacio, porque estd constituido por un conjunto numerable de vectores, es
singular, en atencién a que cada uno de ellos es independiente de los demds y es discreto,
atendiendo que se pueden numerar los elementos que lo conforman.
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teorematico de su definicién’®. Sin embargo la reduccién de su
significado a una limitacion teoremadtica, hace que algunos de los
vectores que representan elementos singulares no sean entre si
linealmente independientes, por una caracteristica intrinseca de la
poblacidn. Es decir que entre dos de las variables que permiten su
definicidn, exista una correspondencia lineal.

llustracion.- Se intenta describir los metales en referencia a su
volumen temperatura y densidad; es de esperar que en la indicada
reduccion exista una correspondencia lineal entre al menos dos de las
variables elegidas para la proyeccidn real.

Un estudio cientifico positivo, en la fase de su accidn, es la sucesion de
actos mediante los cuales se intenta materializar al menos alguna de las
siguientes intensiones:

a) Descripcion individual de las variables concretizadas.- respecto a
una caracteristica poblacional, presente en el objeto de estudio,
se pretende inferir parametros que permitan apreciar su
centralizacién, su dispersion, su sesgo, su curtosis, su minimo y
su maximo, aunque de acuerdo a la naturaleza de la variable que

7% Sji se aceptard en el conjunto de vectores que conforman la poblacién, vectores
linealmente dependientes, es decir, que algunos pudieran generarse de modo exacto a
partir de la suma otros vectores componentes de la poblacidn, multiplicando todos los
elementos de estos por un conjunto de pardmetros respectivamente, se generaria un
vicio de redundancia, que permitiria que la poblacién pueda ser en todo caso reducida a
un conjunto limitado de vectores.
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se estudie, cualquier otra caracteristica cuantificable®® pudiera
tener relevancia®®.
llustracién.- Se verifica cual es la altura y el peso medio de los
bolivianos varones

b) Descripcion de las Relaciones Entre las Variables.- Se intenta
establecer en el objeto de estudio, el vector general abstracto que
define la poblacidn, relaciones causales “importantes®”, sobre la
base de correlaciones estadisticas siguiendo el principio de
induccion®,
llustracién.- Se verifica con un determinado grado de confianza
(el ejemplo es trivial) la relacién entre el peso y la altura de los
varones bolivianos.

c) Verificacion de Hipétesis.- Se verifican mediante la contrastacion
con valores efectivamente acaecidos, hipdtesis previamente
establecidas®®, respecto a los valores de las medidas que signan
las caracteristicas descritas en el inciso a)

8 En realidad, todas las caracteristicas a efecto de su operacionalizacion ( u
operativizacién que significa que puedan ser susceptibles de operaciones estadisticas)
son posibles de ser cuantificadas. Por lo que resulta una ingenuidad, sino una estupidez
la referencia a metddicas cientificas no cuantitativas, que avergonzando a nuestra
universidad, como impostura, se pregonan en nuestro tiempo.

81 Estas caracteristicas han sido estudiadas en la primera parte de la presente obra
“Estadistica Descriptiva e Inferencia Estadistica Aplicada a la Ciencia Politica” Tomo |,
Rafael Torrez V.

82 Se hace patente que las relaciones causales son importantes en aplicacién del arbitrio
del investigador, motivado en general por razones de orden practico (la solucidn de algin
problema socialmente importante) o puramente tedrico.

8 Las observaciones particulares que, con un grado maximo de error y con una
confiabilidad suficiente permiten la construccién de una teoria general.

84 Siguiendo el “principio Popperiano” de la Falsasion que establece que no deber
rechazarle una hipdtesis aceptada de forma corriente en la ciencia, si es que respecto a
su falsedad no existe una prueba abrumadora. “Légica de la Investigacion Cientifica”
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llustracion.- Se verifica a un nivel de confianza de un 90% que
la altura media de los varones bolivianos, se encuentra entre
1,66y 1,70 metros.

d) Inferencia de Relaciones Funcionales.- Se proponen, con
determinado grado de confianza, relaciones funcionales bajo
estructuras matematicas predefinidas.

llustracién.- Se propone que la relacion entre el peso y la altura
de los varones bolivianos sigue la funcion p = aya™, expresion
en la que p = peso, a = altura, siendo las otras constantes
a,, X constantes caracteristicas.

e) Determinacion de Parametros Caracteristicos. Se verifica la
aproximacion de hipdtesis estructurales (bajo formas
matematicas especificas) consecuencias interrelacionadas
concretas.

llustracién.- Se encuentra que las constantes caracteristicas
nombradas en el anterior punto son a, = 1,66 y «= 0,8

Segmentacion Poblacional.-

Se denomina segmentacién poblacional, a la operacién mediante la cual
se particiona la Matriz Poblacional, en subconjuntos disjuntos,
subpoblaciones, que unidos generan la poblacion original®, siguiendo el
campo de definicidon discreto de una variable denominada Variable de
Ordenacion. La precitada variable, cuando es propuesta en una relacién
como causa, de una relacion fenoménica construida sobre la base de los
elementos poblacionales, deberd ser denominada Variable de Referencia
o Variable de Estrato. Pudiera elegirse un criterio de particion mas
complejo, en atencion a la extensiéon de la dimensién tedrica de la

85 Se ha discutido esta importante operacién en la primera parte del texto.
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poblacién, sin embargo esa discusion escapa del alcance del presente
texto®.

llustracion.- Se pretende investigar la diferencia de la inteligencia de
los hombres con la inteligencia de las mujeres, el objeto original que
sostiene el estudio, ésta integrado por las variables, nivel de
inteligencia, sexo, edad, raza, afios de estudios regulares y nivel de
ingreso. La variable de Estrato, en este caso serd el sexo que
particionara la poblacidn en los términos en los que se la ha definido.

Acotacion Poblacional.-

Se entiende por acotacidn poblacional a la dupleta de “vectores
extremos”, m dimensionales (las dimensiones de la poblacién como
objeto cientifico) que tienen por componentes, a los maximos y a los
minimos, respectivamente, de cada una de las variables que definen Ia
poblacién.

De forma andloga, se entiende por Amplitud Poblacional al vector de la
misma dimension que el mencionado en el anterior paragrafo que
contiene todas las diferencias entre los maximos y los minimos.

Estructura de Una Poblacion.-

Dada una particion poblacional, el tamafo de cualquiera de sus
elementos no vacios?’, N;; dividido por el total de los elementos
poblacionales®, N, se denomina coeficiente particional, C,; ,y representa

8 por ejemplo, elegir dos criterios de ordenacidn, uno primario y otro secundario, o la
combinacion lineal de dos o més criterios.

87 Aquellos elementos particionales (subconjuntos particionales) que tienen al menos un
elemento.

8 En el caso de que la poblacion sea finita.
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la importancia factica del segmento respectivo, en el caso de que se
defina la poblacién mediante un uUnico atributo, se corresponde a la
frecuencia relativa de la variable estadistica. El total de componentes no
nulos, R;, se corresponde al nimero de clases que contiene la poblacion.

El vector integrado por todos los Crj (de r=0a r=R), que es un conjunto
de coeficientes particionales N(/N, de R elementos, tal que R<N, define
suficientemente respecto a la variable j, la estructura poblacional®. Se
hace evidente que respecto a las M maneras en las que puede
particionarse el objeto de estudio existe la posibilidad de construir una
estructura poblacional.

Comprension Abstracta de la Poblacidn.-

El conjunto numerable de vectores que constituye la poblacidon de
estudio, en aras de la comunicacién y de la comprensidn de las relaciones
gue se producen entre sus variables, puede proyectarse a un dmbito no
singular, en el que se asumen todas, o al menos alguna de sus variables
componentes continuas, definidas en segmentos acotados de los
nuimeros reales, que en general se corresponden a sus minimos y a sus
maximos, para el efecto de que se puedan aplicar las operaciones que
posibilita el Calculo Diferencial e Integral. Este escorzo que transporta al
ambito de las “Relaciones Funcionales” el sustrato poblacional, es posible
incluso en el caso de variables dicotdmicas o de las que resulten de una
“Transformacién Real®®”. La proyecciéon indicada, ha permitido
originalmente el surgimiento de la Fisica moderna, que expresa sus

8 En verdad es suficiente y necesario el conocimiento Unicamente de Rj-1, elementos,
debido a que el Ultimo se encuentra relacionado linealmente con los otros.
% E| significado de éste término se ha definido en la primera parte de la obra.
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proposiciones mediante “Tesis Estructurales®” como las desarrolladas
en “Los Principios Matemdticos de la Filosofia Natural de Isaac
Newton®?”,  y ha inspirado a A. Comte a fundar la Fisica Social,
actualmente®® denominada Sociologia.

Significa lo anterior que la poblacién, como objeto cientifico extenso y
complejo, mediante la transformacion de las variables que lo constituyen
al dmbito de la diferenciacién®®, puede expresarse como un objeto
propiamente abstracto, predispuesto a ser asimilado por el intelecto

superior®.,

El objeto cientifico, en el caso de una transformacion completa, se
expresa bajo el siguiente algoritmo:

0= f(xl, X2, X3, Xg) X5 cer ven van ven vin e e xm)
VX; e[min x;  Maxy] ¥y j=123e. M

Sin embargo, los campos de definicion de las variables pudieran ser
diferentes, sea por el desconocimiento anticipado de los valores
extremos o porque existen razones para su modificacion.

91 Se las ha explicado en la primera parte de la obra “Estadistica Descriptiva e Inferencia
Estadistica Aplicada a la Ciencia Politica” Tomo |, Rafael Torrez V.
92 Publicada en 1687 siendo desde esa fecha el basamento principal de la ciencia
contemporanea.
9 Actualmente bajo la preeminencia organicista
% La referencia se encuentra en el apéndice ..........
% E| entendimiento humano mientras se hace superior tiende a la abstraccién e incluso
a gque sus conceptos puedan expresarse bajo un correlato matematico y no a la
comprension intuitiva mediante ejemplos (proposicién pedagdgica de Edda Valdivia
Viuda de Martinez)

44



Dr. Rafael Torrez Valdivia

Evolucion de la Comprension Abstracta de Una Poblacion.-

Repitiendo, en el afan de la comprensidon de una poblacién real, se la
convierte en un objeto cientifico, reduciéndola a su interpretacion
mediante un nimero limitado de variables, sin embargo a medida que se
desarrolla su comprensién, verificAndose por ejemplo que algunas de las
variables importantes que permiten el entendimiento de la poblacién real
no han sido incorporadas (Sub determinacion del objeto cientifico), que
la contrastacion empirica ha indicado que otras son espurias (Sobre
determinacion del objeto cientifico) o que los rangos de definicion no se
eligieron de forma adecuada, es posible redefinir la proyeccién de la
poblacién original, mediante otro conjunto de variables o restringirla en
su dominio vectorial, ese acto, inherente al avance de una investigacion
cientifica se denomina Evolucidn de la Comprensién Abstracta de la
Poblacién Investigada.

MUESTRA

En sentido lato, Debe entenderse por muestra, a un subconjunto de
elementos de la poblacién que se eligen para posibilitar la inferencia de
sus caracteristicas generales®®. Es decir mediante los n elementos que
contiene una muestra, se intenta la comprension de los N elementos®’
gue conforman la poblacidn, siendo obviamente N>n.

Una muestra, representa un sub espacio poblacional, que tiene la
calidad de poder reproducir, con determinada confianza y bajo un error

%6 Caracteristicas de Generalidad, como se las ha nominado en una anterior seccién.
97 Eventualmente vectores
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acotado®® la poblacién, considerada como el espacio que se intenta
conocer.

La muestra por si no tiene ningln valor finalista, vale como medio que
permite el conocimiento positivo de una poblacidén. Un signo epistémico
importante es que, la comprension de una poblacién, supone la
comprensién instrumental de la muestra que la representa, de lo que se
colige que la comprensién “completa®” de la poblacién, se logra, en los
hechos de manera excepcional, Unicamente cuando el tamafo de la
muestra es igual al tamafio de la poblacién. En cualquier otro caso, es
decir, cuando el tamaino de la muestra sea inferior al tamafo de la
poblacion, el conocimiento debera reputarse como conocimiento
inferencial positivo. La comprensién completa de la poblacién, no
significa la comprension exacta de la poblacién original (real) que se
pretende conocer, sino de una particular proyeccién que la representa,
en todo caso siempre existira en el dambito cientifico positivo, la
perfectibilidad del conocimiento de una poblacidn real, que representa la
posibilidad del avance cientifico en un area determinada de la realidad
natural o social.

Justificacion del uso de muestras para la adquisicion de
conocimiento positivo.-

El conocimiento pleno de una poblacién, implica la introspeccidn total de
todos sus componentes, si se define como y el nimero de los elementos

%8 El denominado “error”, pudiera significar un vector, en el caso de que al mismo tiempo,
se inquieran sobre caracteristicas poblacionales relativas a varias calidades que han
permitido la definicion del objeto cientifico.

% Quiere expresar completa, mediante el conocimiento de todos sus elementos y no la
comprension absoluta del objeto cientifico sometido a la introspeccion del investigador.
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de una muestra, en general esta introspeccion tiene un costo, C, marginal
progresivo:

C=C(y) L0

Es decir que crece progresivamente a medida que se agranda la muestra
y entonces se intenta el conocimiento de la poblacion mediante un
numero mayor de elementos, por los siguientes motivos, no aleatorios:

1) Acceso Fisico a los elementos Poblacionales; es mas facil conocer los
elementos que por el orden natural o social se encuentran al alcance del
investigador respecto a aquellos que se encuentran mas alejados. La
indicada disponibilidad no solamente tiene un caracter toponimico.

2) Renuencia a la Introspeccion de los elementos con caracteristicas
volitivas.- En cualquier poblacion humana se espera que existan
elementos que no quieren ser sujetos de introspeccion (encuestados, o
entrevistados), porque el indicado acto, de forma real o supuesta les
pudiera acarrear perjuicio o simplemente por caracteristicas sicolégicas
propias de una gran proporcion de seres humanos (introvertidos, timidos,
etcétera)

Estos motivos econdmicos, implican que racionalmente para el
conocimiento de una poblacién, deba usarse una muestra, exceptuando
los casos en los que no se presentan los avatares anotados o que el
investigador pueda asumir los costos crecientes.
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De cualquier forma, con Criterio Econdmico Racional el Beneficio de la
Investigacién, a valor presentel®, en todo caso debiera ser mayor a su
costo.

Definicion Estricta del Término Muestra.-

Se considera en sentido estricto que, Unicamente la seleccion de la
muestra, de forma aleatoria, mediante un sorteo en el que todos los
elementos poblacionales tienen la misma probabilidad de ser elegidos
y que ademas las elecciones de los componentes muestrales sean

independientes entre si%!

, permite la inferencia estadistica, es decir la
predicciéon cabalmente cientifica de caracteristicas relevantes de una
poblacién. Implica el predicado anterior, que al seleccionar uno a uno los
componentes de una muestra de tamano n de una poblacion finita, se
reponen, para cada nuevo sorteo (“Sorteo Con Remplazamiento) los
elementos anteriormente elegidos'®?; por lo que puede definirse una

muestra como:

“El conjunto de n elementos poblacionales, cuyas caracteristicas
relevantes (aquellas que las definen como objeto cientifico) se reflejan
en vectores aleatorios independientes que tienen la propiedad de
reproducir la misma funcion de distribucion de probabilidad vectorial
que define la poblacién.”

Si los elementos poblacionales se circunscriben a una Unica variable de
referencia la definicién anterior se reduce a:

100 E| valor actualizado que produciré la investigacion.
101 Denominado Muestreo Aleatorio Simple.
102 No siendo relevante esta accién en el caso de que la poblacidn sea infinita.
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El conjunto de elementos extraidos aleatoriamente de una poblacion,
en aras de conocerla, que teniendo, respecto a una caracteristica
poblacional una idéntica funcidn de distribucion de probabilidad
(escalar) son independientes entre si.

A esta proposicion se opone la interpretacion de la relevancia que
pudiera tener en algunos casos la seleccién pericial no aleatoria, que
sefala que son los expertos, quienes tienen la mejor idea de cudles son
los elementos poblacionales que tienen la aptitud de ser representativos,
sin embargo las predicciones logradas mediante esta pericia, por su
componente altamente subjetivo, no tienen la categoria de la seleccion
aleatoria que se ha descrito. Es por ello que a quienes ofician de
predictores politicos sin el uso de los métodos que ensefia la inferencia
estadistica se les ha denominado “opindlogos” o en el mejor de los casos
“analistas politicos”, que tanto han desprestigiado a la Carrera de Ciencia
Politica y Gestién Publica de la UMSA.

Numero de Muestras Diferentes.-

El nimero de muestras diferentes, de cualquier tamano, Cardinalidad
Muestral (CM), que se pueden hacer de una poblacidn, esta dado por la
expresion:

CM=2N-1

Que, no es el nimero de elementos del Conjunto Potencial®® del espacio
poblacional, al que se ha restado la unidad, en vista de que el conjunto
gue no contiene ningun elemento (el conjunto vacio), no puede ser
considerado como una muestra.

103 E| que contiene todos los subconjuntos posibles de un conjunto original de N
elementos.
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Definido un tamafio, para la muestra, n, el nimero de muestras distintas
gue se pueden hacer en una poblacidn finita de tamafio N, esta dado por
el nimero binomial: (g) es decir, es el total de combinaciones que se
pueden hacer con N elementos, tomados de a n en la que el tamano de
la muestra fluctia desde 1 al propio tamano de la poblacion, N. Se usa el
orden combinatorio en virtud de que no interesa el orden en el que se
hubieran recogido los elementos (precisamente como una caracteristica
de la aleatoriedad).

Si se considera que la poblacidn se encuentra, respecto a la variable j
dividida en Rjestratos, el nimero de muestras diferentes, de tamafio n,
es:

l—['l":Rj (N(r']))
r=1

)
Queda claro que: Z:zlj Ngjy =Ny Z:=1] N jy =N

Que el total de los elementos, agrupados en estratos, sea el tamafno
poblacional y, que la suma de los elementos, considerados por estratos,
sea el tamafio de la muestra.

Si el tamafio, de la muestra, coincide con el tamafio de la poblacidn, es
decir, se ha utilizado la propia poblacién en funcién de muestra, el estudio
cientifico positivo se denomina exhaustivo (completo), sin embargo esta
plena exactitud, no implica la invalidez del conocimiento muestral de una
poblacién ni que surjan otro tipo de distorsiones como las que se
enumeran a continuacion;
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1) Imperfeccién proyectival®, al representarse el ser en su sentido
original, por un conjunto de variables impertinentes, insuficiente,
o sobre correlacionadas?®>.

2) Errores de transformacion de las variables, en el caso de que
existan originalmente variables cuantitativas continuas, o
cualitativas, que no se han proyectado adecuadamente al ambito
cuantitativo.

3) Errores de medicion de las variables, siatiempo de ser recogidos
los valores de las variables, en el plano factico, existen fallas en la
precision de su medida, subjetivos, si son de responsabilidad del
investigador y objetivos en el caso de que medie la voluntad del
sustrato que se investiga©®

Caracteristicas Principales de la Muestra.-

Dos son las caracteristicas mas importantes de toda muestra, su Tamafio
y su Estructura. Se entiende por tamano, al nimero de elementos
poblacionales que contiene, como se puede asimilar de la lectura del
anterior punto y por estructura ( de forma similar a como se entiende la

104 Es claro que éste error, no es respecto al objeto cientifico, sino mas bien en referencia
a la cosa que se intenta conocer, por lo que es un error propiamente gnoseoldgico.

105 |mpertinentes, cuando no se han elegido adecuadamente las variables que
manifiestan el ser real proyectado a objeto cientifico; Insuficiente ( es gramaticalmente
correcta la omisién del plural), silas variables elegidas para representarlo, no reflejan
caracteristicas importantes, en consecuencia de una intencion y sobre correlacionadas,
en la que dos o mas variables, que constituyen el objeto cientifico presentan ( en
términos absolutos) un alto coeficiente de correlacién lineal (criterio establecido por
convencidn, en virtud a que restringe a esta forma, varias relaciones que in prima facie
no debieran considerarse de ese tipo.).

106 Como se ha manifestado anteriormente, al justificar el uso de muestras, en atencion
a las distorsiones que origina la voluntad del sujeto investigado (objeto para el
investigador).
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estructura de la poblacidn), al vector que contiene los coeficientes, que
relacionan, el nimero de elementos de un estrato particular (definido
como subconjunto componente de la poblacidn) con el tamaiio de la
muestra. En la decisidn de cual de las sefialadas caracteristicas es la mas
importante, el autor se pronuncia por la estructura.

Tamaio de la Muestra.-

Al mismo tiempo que se decide la realizacién de una investigacién
cientifica positival?’, se define el maximo error que se estd dispuesto a
aceptar, €, como resultado de la investigacion, de modo tal que sus
resultados, con una probabilidad denominada nivel de confianza,
simbolizada por 1—, reflejen de forma fidedigna una caracteristica
poblacional®®. Es notorio que mientras mayor exactitud se quiera dar a
la investigacion, y por tanto, se esté dispuesto a aceptar un menor error,

mayor deberd ser el tamafio de la muestral®

. Que la mayor confianza
en los resultados de la investigacion, trae aparejada un mayor numero
de elementos contenidos en la muestra. Que, ademas mientras mas
dispersos (diferentes entre si) sean los elementos poblacionales, mas
grande deberd ser el nUmero de observaciones contenidas en la muestra,
a los niveles de confianza y de error predeterminados. El calculo
matematico del tamafo de la muestra (uno de los objetivos principales
del presente texto), se desarrollara ulteriormente, luego de discutir la

distribucién de las medias muestrales, sin embargo resulta util hacer

107 Excepto en las investigaciones positivas rudimentarias, que lamentablemente incluso
se aceptan en nuestra universidad como tesis de grado.

108 Representa una cuestién econdmica, la predeterminacién del maximo errory del nivel
de confianza con la que se quiere investigar, en vista de que se espera en todos los casos
un costo no nulo de recoleccidon y procesamiento de los elementos muestrales y, en la
mayoria de los casos, que los costos marginales sean crecientes.

199 Dada una estructura suficientemente consistente.
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notar que es incorrecto afirmar (como se lo hace de forma coloquial) que
el tamaiio de la muestra, depende (o es proporcional) del tamaio de la
poblacidn, porque en realidad estd directamente correlacionado de
modo proporcionalmente cuadratico, ceteris paribus, con la dispersién
poblacional.

Similitud Estructural de la Muestra.-

La semejanza entre la estructura de la poblacion, definida por el vector
de coeficientes estructurales poblacionales, que no tiene algin elemento
nulo, y la estructura de la muestra, entendida por coeficientes analogos,
algunos de ellos eventualmente nulos (cuando ningun estrato poblacional
se encuentre integrando la muestra), se denomina Similitud Cualitativa
de la Muestra (con la poblacién) o también Similitud Estructural de la
Muestra. Es de esperar que la investigacion quiera, de ser posible (de
acuerdo a la posibilidad que otorga el tamafio de la muestra), la maxima
similitud estructural, y que en la mayoria de los casos, la prefiera al
incremento del tamafio muestral. La discrepancia entre la estructura de
la poblacion y la estructura de la muestra, se denomina “Sesgo
Estructural de la Muestra”, la medida de la indicada discrepancia y su
efecto en el conocimiento de una poblacion, serd discutida
posteriormente, aunque en primera instancia es facil apreciar que una
sesgo estructural marcado invalidara la capacidad predictora®'® de la
muestra.

Acotacion de la Muestra.-

Una muestra esta acotada, por dos vectores m dimensionales, en las m
variables que definen los n vectores que contiene, de modo que para cada

110 | 3 capacidad que tiene la muestra de predecir caracteristicas de la poblacién.
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una de las variables, en un vector se muestre el valor maximo que las
variables hubieron alcanzado y en el segundo el valor minimo que
adquirieron. Se hace evidente que la amplitud muestral (Rango de la
Muestra) respecto de una o mas variables, pudiera ser nula, cuando el
valor maximo se corresponda con el minimo. Por otra parte, los
elementos mas importantes de los vectores referenciados, son aquellos
gue pertenecen a las variables que han servido para estratificar la
poblacién.

Estadistica Muestral!?.-

Se define como una Estadistica Muestral, a cualquier funcion escalar o
vectorial''? que tiene por argumentos a los n vectores muestrales y, que
no contempla, ningln parametro desconocido. En cualquier caso, las
Estadisticas Muestrales, son el resultado de las operaciones cuyos
factores son los elementos muestrales; es de resaltar que, los valores que
definen las estadisticas muestrales son plenamente deterministicos. Las
mas recurridas Estadisticas Muestrales son:

Z;E}f x(r,j)Fx(r'j)

1) La media muestral, X,y = n

En la que se han definido R estratos respecto a la variable j.

2) La variancia muestral , Vi, n= —

predictora puntual e insesgada de la variancia poblacional.

111 Se denomina también, Estadigrafo Muestral

12| 3 funcién es escalar si se refiere a una caracteristica especifica contenida en una de
las variables de definicion y es vectorial si se determina u resultado escalar o vectorial,
mediante el uso conjunto de los datos definidos por varias caracteristicas.
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3) El'minimo valor en la muestra, Xy, j) que adquiere la variable j,
para todas las posibles j, que permiten la comprensién de la
poblacién como un objeto cientifico.

4) El'maximo valor en la muestra, X(nqy,jy que adquiere la variable j,
para todas las j mediante la cual se entiende el sustrato de
estudio.

5) La Amplitud Muestral denotada por, An =( X(max,j)~ X(min,j))
entendida en la dimensidn tedrica en la que se definié el objeto
de estudio.

6) Los k ésimos Momentos Muestrales definidos por, x"(n,])
=R ..k
=1 X P )

n

Que representan las medias de los valores muestrales, de cada una
de las variables de definicion del objeto cientifico elevados a la
potencia k.

Valor Esperado de La Media y de la Desviacidn Tipica Muestral.- Si
de una poblacién, finita o infinita, se toman muestras de tamafio n,
sea cual sea ese tamafio y, sin importar las caracteristicas de la
poblacién (la Distribucién Poblacional), se cumple que:

1) La media de las medias muestrales que en la posibilidad de su
. N . .
nimero son: (Z) 113 5e espera sea igual a la media de la

poblacidn, u, en simbolos matematicos:
E(x) = E(x,) =u

113 Como se propuso en una anterior seccion.
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Quiere decir, que si se extrae al azar un elemento de la poblacidn, se

esperall4

queseaigual a i e igualmente si se extraen muestras de tamafio
n, debe esperarse, sin considerar el tamafio de n, que la media de

cualquiera de esas muestras sea también z.

2) La desviacion tipica de las medias muestrales de tamafio n, X;, es igual
a la desviacidn tipica de la poblacién, dividida entre la raiz cuadrada del
Ox

tamafio de la muestra, gz, = N

Lo anterior significa que, la desviacidn tipica de las (Z) medias de las

muestras de tamafio n, que se pueden realizar en la poblacién, es menor
que la desviacidn tipica poblacional y esta minoridad se hace mas

notorial®®

a medida que aumenta el tamafio de la muestra, el presente y
el anterior resultado, serdn interpretados de una manera mas exhaustiva

en lo que continda del presente capitulo.

Desigualdad de Chebyshev y Ley de Los Grandes Numeros.-

En 1867, el matemadtico ruso Chebyshev demostré que, la probabilidad
de que una variable aleatoria, x, difiera de su media, i, en menos de
una cantidad determinada de desviaciones tipicas, k, es igual o mayor a
uno menos la inversa multiplicativa al cuadrado de la indicada cantidad
(siempre que la referida sea mayor o igual a uno):

1

P(lx_”xl <ko-x)21_ﬁ

114 Se tiene la Esperanza Matematica, definida en la primera parte de la obra “Estadistica
Descriptiva e Inferencia Estadistica Aplicada a la Ciencia Politica” Tomo |, Rafael Torrez V.
3

15 | 3 razdn incremental es: d#,/dn=—a n"2.
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Lo que por el teorema del complemento de probabilidades también
puede escribirse de modo equivalente,

1
P(lx_ﬂxl 2ka‘x)<ﬁ

“La probabilidad de que una variable aleatoria x, distribuida de
cualquier manera, difiera en mas de k desviaciones tipicas de su media
poblacional es menor a la inversa cuadratica de k”.

Demostracion Para Variables Aleatorias Discretas:

Sea x una variable aleatoria con media p, y variancia 67 de modo que en
todo su recorrido (el campo de existencia de la variable aleatoria, C,)
tiene asociada una funcion de probabilidad, P,, cuyos valores
especificos, p, , en todos los caos son estrictamente mayores que cero

Si definimos en el indicado campo un sub campo, V, respecto a la media,
WUy, cuyo tamafio sea mayor o igual que k veces la desviacidn tipica de la
variable, es decir:

V=lx—pyl = k oy
Tendra por complemento la vecindad:

V=lx—ul<koy
Por otra parte la variancia de la variable aleatoria es:

02 =Y (0 — )% py

La que se puede escribir como la suma de las desviaciones cuadraticas
que pertenecen a la vecindad y las desviaciones cuadrdticas que
pertenecen a su complemento:
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0-9? = er(anV)(x - .ux)z Px t+ ZxE(anV)(x - ﬂx)z Dx

Debido a que el segundo factor del lado derecho de la igualdad,
evidentemente es mayor que cero, se colige que,

0%

v

C-w’pez ) Koip =kai ) 1p,

x€(CnV) x€(CxNV) x€(CxnV)
Estableciendo por transitividad el enlace entre los dos extremos,
2 2.2
Ox = k Oy ZxE(anV) Px

Dividiendo ambos miembros de la desigualdad entre la variancia
(positiva);

1> k? er(anV) Px

Evaluando el valor de la probabilidad,p,, y trasladando la constante k? al
lado izquierdo de la expresion,

1
52 Plx =il = ko)

Escrita de otra manera,
1
P(lx — uyl = koy) < e

Demostracion para Variables Aleatorias Continuas:
Por la definicion de la variancia de una variable aleatoria continua, se
tiene:

V(x) =02 = E((x — p)?) = [ (x — p,)? frdx
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La que puede escribirse mediante segmentos disjuntos que la integran

como,
(o]

Ux—K O Uxtk Ox
O')? = f (x - le)zf;cdx + f (x - .ux)zfxdx + f (X - .ux)zf;cdx

Hx—k ox Hxtk ox

Evidentemente implica,

o

Ux—K Ox
o7 = f (x — uy)? frdx + f (x — 1y)? fredx

—® UxtK Ox

Uxtk oy
a,?zkzaf[f 1 fdx + f

Ux—k Oy Uxtk ox

o)

1 fxdxl

Igualando los extremos,
Uxtk ox b
02 > k?c? [.f 1fdx + f lfxdxl
Ux—k ox Uxtk Oy

Simplificando,

52 P(lx — 1] 2 ko)
Escrito de otro modo,

1

P(x = el = ko) <

Acotacidn, notoriamente Util, que indica que la desviacidn tipica es una

medida natural de la diferencia estocastica'® entre una variable aleatoria
y sumedia. y que de modo general, sefiala que la probabilidad de que una

118 En términos de probabilidad.

59



Estadistica descriptiva e Inferencia Estadistica

variable difiera de su media decrece progresivamente a medida que la
diferencia anotada se hace mas grande''’, indicando indirectamente que
regularmente, los valores de una variable aleatoria tienden a
concentrarse en la vecindad de su esperanza matematica.

Por otra parte, aplicando el teorema del complemento!!® se puede
enunciar de forma equivalente que,

1
P(lx_ﬂx|< ko—x)zl_ﬁ

Aplicando la Desigualdad de Chebyshev a las medias muestrales,

119

consideradas como una variable aleatoria''?, se tiene por lo expuesto en

el punto anterior:

_ o\ 1
P<|xn—ﬂx| Zk\/_ﬁ>sﬁ

Y escogiendo como la proporcién k el valor €, en el que €, representa

X

el valor mas alto que se puede aceptar como una estimacion de la media
poblacional, resulta,
P(Ifn_”xl = 3) <5

Que en el paso al limite implica

. a2 . _
7111_1)130 2n = Tlll_r)lgop[lxn _Auxl] =0

17 Precisamente, la relacién, como lo muestra la segunda forma de expresar la
desigualdad de Chebysheyv, la relacién es cuadratica.

18 Expuesto en el primer tomo de la presente obra, pagina N°,,,.,...sm000m)

119 Como efectivamente lo son.
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Que asegura que a medida que aumenta el tamaiio de la muestra?’, la
probabilidad de que la media de la muestra difiera en un infinitésimo
de la media de la poblacién converge a cero, resultado conocido como
la Ley de los Grandes Numeros.

llustracion.-

1) Acotar la probabilidad de que una variable aleatoria con mediaen 7y
desviacion tipica igual a 2 difiera de su media en mas de 3 veces su
desviacioén tipica.

Solucion:
a) Se pide calcular que la variable, sea mayor que 13 o menor a 1.

b) Lo anterior, puede expresarse como:

P(2 3Z<1—1
(2) > ()_y—g

Distribuciones de las Estadisticas Muestrales.-

Habiéndose elegido, escogiendo aleatoriamente los elementos de una
., o . . N .
poblacién, muestras de tamafio n, si se determinan (Z) posibles

diferentes, que dan por resultado (habiéndose elegido una operacion
especial en la cual los sefialados elementos son factores), una estadistica
muestral especifica (no necesariamente diferente en su valor, para
diferentes combinaciones posibles), en el caso de una poblacién finita de

120 Cuyos elementos se han elegido de forma independiente, de modo que en cada una
de las elecciones la probabilidad de que cualquier elemento sea elegido es constante,
como ocurre en los sorteos con reposicion de los elementos o cuando la poblacién es
infinita.
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tamafio N, cada uno de los resultados!?!

, puede ser considerado antes de
gue se realice una selecciéon concreta, como el valor de una variable
aleatoria que resulta de la composicion funcional de los elementos que
conforman la muestra, pudiendo en consecuencia determinarse para la
generalidad de los elementos, en referencia a la operacién ( estadistico

predefinido), una funcidn de distribucion de probabilidad.

En el caso de que la poblacidn sea infinita y, entonces, exista la posibilidad
de generar infinitas muestras de tamafo n, es posible, sobre la base del
baremo que permite la construccion de una funciéon de densidad de
probabilidad, realizar algo analogo y, de esta manera, generar la
respectiva distribucién de probabilidad, denominada para éste caso
Distribucion Tedrica del Estadistico Muestral respectivo. Opuestamente,
en la situacidn de que la poblacién sea pequefia, se puede encontrar con
precision la probabilidad de ocurrencia de cada valor del estadistico y
entonces, reuniendo todos los elementos posibles del conjunto, lograr
una Funcion de Distribucion Experimental.

Las mas importantes estadisticas muestrales, sobre cuyas, se basara lo
central de esta exposicion, como se ha dicho son, la de la media y de la
variancia muestrales, como predictoras, respectivamente, de las
correspondientes medias y variancias poblacionales, en el caso de
realizarse una estimacion de los respectivos pardmetros.

Distribucion de las Medias Muestrales.-

Por lo inmediatamente expuesto, se puede deducir que La Distribucién
Muestral representa una estadistica que esta en funcién del tamafio de

121 Resultante como es evidente de la eleccidn de elementos muestrales, mediante un
sorteo sin sustitucion.
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la poblacién, del tamafio de las muestras y de la manera en la que se
seleccionan éstas, en lo siguiente, en atencion pedagdgica, Unicamente

mediante el muestreo aleatorio simple que se ha detallado?.

En el sentido referenciado, en primera instancia, a modo de introducirnos
en el meollo del problema, resulta facil avizorar, por la caracteristica
reproductiva'?® de la Funciéon De Distribucion Normal que, si de una
poblacion distribuida normalmente se extraen muestras de cualquier
tamafiio posible, las medias de estas muestras, se distribuirdn también
normalmente:

1) Teniendo por esperanza matematica, la esperanza matematica
que tiene cualquier elemento poblacional'?,

2) Y, por desviacién tipica, la desviacién tipica de la poblacion,
dividida entre la raiz cuadrada del tamafio de la muestra.

Sin embargo, cuando el tamafio de la muestra es lo suficientemente
grande, en la practica, mayor a 30 elementos, aun cuando los elementos
gue la constituyen no se distribuya de acuerdo a una Funcidn de Densidad
de Probabilidad Normal, puede considerarse que la distribucién de las
medias muestrales, se convierte en asintdtical® a una distribucion
normal, (se distribuye de forma muy parecida a una distribucién normal
y cada vez mas a medida que aumenta el tamafio de la muestra) con los
valores de la media y la desviacion tipica que se han precitado, este

122 En |a referencia N° 34 (revisar)

123 | a agregacion algebraica de funciones de densidad de probabilidad normales, siempre
genera otra normal.

124 Como se indicd en la seccidn anterior

125 Se aproxima indefinidamente a una distribucién normal a medida que se hace mds
grande el tamafio de la muestra de la que se toma la media.
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resultado es conocido como el Teorema del Limite Central?6, que en

algoritmos matematicos implica: lim == = Normal(0,1)

n—-oo a/n

126 La demostracion del teorema expuesto es relativamente sencilla mediante el uso de
Funciones Generadoras de Momentos, que en forma general serdn expuestas.
Demostracién de la Convergencia Normal (Teorema del Limite Central).

Dado un conjunto de n datos (X1, Xo, X3, X4 cee cee cereer vt ven ce et een e e s X,,) elegidos
de una poblacién mediante un sorteo con reposicion de modo tal que cualqwera de los
elementos tenga la misma probabilidad de ser elegido de forma independiente a los
otros,

Su suma sera

Z=X1+X,+X3,X4 i croee v e e e e e e e X,
En la que la Esperanza Matematica de Z es
E(Z) = E(X1)+E(X2)+E(X3)+E(X4),ecvsrserrssmseresssinsiveesssnon E(Xn) = nE(X,) = n

1
Expresidn en la que i, representa cualquier elemento de la muestra y u, la media

poblacional, por lo que se tiene expuesto en el inciso 1), del presente apartado.

Por otra parte la variancia de Z, en virtud a la independencia de las observaciones que
hace que las covariancias sean cero, adquirird el valor:

Var(Z) = Var(X,) + Var(X,) + Var(X3) + - .....Var(X,,) = no?
Consiguientemente, la Variable aleatoria Z, tipificada (A la que se le resta su media y se

le divide su desviacion tipica) sera representada por:
genn _ Z-nu
Tipificada — ovn
Que tiene por Funcion Generadora de Momentos:

Z-nu
E (efz‘Taﬁz?ﬁcada) — E( (m/— )>

Ko (o) Kz—w)  (Xa—p) Zn—)
=E(e ovn g ovn g oVn g ovn . .. ...e oVvn)
(X D) Xo—1) (X3—u) Xn— w
= E(e ovn )E(e 0\/_ )E(e TVR ) it it e e et e e e ....E(e avn )
L_(X1—.u) n
= (E(e U\/ﬁ ))

Desarrollando la expresién anterior, mediante la serie de Taylor
_ tX-w?t | 2x-w? | B3X-w)B
= E<1 + ol + pry R
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Que la diferencia entre las medias muestrales y la media poblacional (que
tienen la misma esperanza), dividida entre la desviacion tipica de la media
muestral, tiende a distribuirse de acuerdo a una Normal Tipica'?’, a
medida que se incrementa el tamafio de la muestra.

llustracién: Si de una poblacién que se distribuye de cualquier manera,
con media igual a 8 y desviacién tipica igual a 3, se forman todas las
muestras posibles de tamafo 49, la nueva distribucion de la medias
muestrales, seguird una distribucién préxima a la normal, con media
igual a 8 y desviacidn tipica igual a 3/7. Obviamente, la diferencia de las
medias muestrales, con su media (la media poblacional igual a 8) se
distribuird normalmente con media en 0y desviacion tipica en 3/7.

=E(1)+E (M> +E <t2(X1 _ “)2) +E (t3(X1 _“)3> .........

ovn 202%n 603vVn3
=1 + B - )+ EX, — w)? +—— E(X, — p)?
- ovn 1~ H 202n 1~ H 603\/F 17 H)
_ 11 5, 1EX-p)? 3 1EX1-@)* 4
=140+ Gti g P

= 1+-k,
n
denominando k a la expresion entre paréntesis
La que cuando la muestra tiende a ser infinitamente grande, puede expresarse:
. K\"
lim (1 +—) = ek
n

n—oo

. . . t2 .
Sin embargo, en el limite, Unicamente el componente - nose hara cero, por lo que la

L, . gzenn £2
Funcién Generatriz de Momentos, E(e Tlplflmda) =7 lo que comprueba que la

distribucion de las medias muestrales, tipificada, tiene la misma funcién generatriz de
momentos que la variable aleatoria normal tipica, motivando la conclusién de que tienen
también la misma distribucién de probabilidad.

127 Con media cero y desviacién tipica igual a uno (también denominada “Estandar”)
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Una consecuencia necesaria de la proposicion anterior es que, dadas dos
muestras independientes de tamafio niy tamafio ny, suficientemente
grandes'?®, |a diferencia de las respectivas medias muestrales, cuya

desviacion tipicaes: o >
oo y= |91 4 93
(Fn1—Xn2)=\77 75

También se distribuye bajo una normal tipica.

llustracién: Si de una poblacién, con media 15 y desviacion tipica igual
a 2, se toman dos muestras, la primera de tamaiio 64 y la segunda de
tamaiio 100, la desviacidn tipica de la variable aleatoria constituida por
la diferencia de las medias de la primera muestra y las medias de la
segunda, serd igual a 0.1025, siendo su media, obviamente igual a 0.

Distribucion de la Razén entre la Variancia Muestral y la Variancia

Poblacional, Amplificada por el Tamafio Corregido de la Muestra.-

— 2
La distribucién del Estadigrafo 9 = (n=1)s” 012)5

X

presenta una especial importancia en virtud de que con él, se pueden

realizar inferencias respecto a la desviacidn tipica muestral. El precitado

129

estadistico, sigue una distribucién Chi Cuadrado**® con un grado menos

128 En |as que n1y n2 tengan mas de 30 elementos.

129 E| estadistico Chi Cuadrado, con n-1, grados de libertad, que serd nuevamente
discurrido, con mejores elementos tedricos en el capitulo Ill, que pertenece a la familia
de las funciones Gamma, se constituye a partir de la suma de n-1 variables aleatorias
normales independientes, elevadas al cuadrado. Su campo de existencia es de cero a
infinito positivo. El resultado anotado, es facil de demostrar mediante el uso de la funcién
generadora de momentos, a la que se hizo alusion anteriormente, que origina en el paso
a la continuidad una funcién de densidad de probabilidad ( llamando a los Grados de
Libertad v, a efecto de facilitar la escritura):

—1g-x/2

foo =25

V.

22y(3)
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de libertad que el tamafo de la muestra, N%n_l) . siempre que la

poblacién de la que se toma la muestra tenga una distribucion
suficientemente proxima a la normal.

Que tiene por media v y desviacion tipica V2v

En la funcién de densidad de probabilidad resefiada: y(g) = fooo xg_l e_g idv, una
funcion gamma, que indica claramente que la Chi Cuadrado, pertenece a esa familia de
funciones de densidad de probabilidad. También es notorio que a medida que el tamafio
de la muestra se hace mas grande, la funcién Chi Cuadrado, tiende a ser normal.

La reduccién de un grado de libertad en el estadistico anotado deviene del hecho de que
al construir la media de las variables de las que ulteriormente se encuentra su desviacién
tipica, se hace que la Ultima sea linealmente dependiente de las anteriores. Es decir que,
si se conoce la media y el valor de la n-1 variables, la faltante estd exactamente
determinada.
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Capitulo Tercero

ESTIMACION DE LOS PARAMETROS
POBLACIONALES

INTRODUCCION

Es una pretension de toda persona que busca el conocimiento positivo,
el inquirir respecto a los valores generales o a los valores futuros
inherentes a un conjunto de datos que permiten la identificacidon de una

poblacion'3® o que permiten comprenderla de modo objetivo®3:.

La comprensidn suficiente!*? de una poblacién asume que los elementos
de la indicada, en cuanto representa un objeto real proyectado en el
tiempo y en el espacio, se distribuyen bajo una determinada ley de
probabilidad, con una especifica funcidén de cuantia de probabilidad o
funcion de densidad de probabilidad, segiun sea el caso discreto o
continuo, respectivamente. Se conoce de forma genérica una poblacién;
sea porque sobre la base de que la experiencia de casos homodlogos nos
induce a ese presupuesto gnoseoldgico o porque como una proposicion
teoremdtica se la ha asumido como una asuncidon “realista”, al
determinarse, aplicada a los elementos de la poblacién, una forma

130 Un género identificado ora en la naturaleza u ora en la sociedad.
131 Se ha explicitado este concepto en el capitulo anterior.
132 Desde la perspectiva estadistica.
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funcional especifica, ignorandose, sin embargo el valor de los pardmetros

que permiten que se identifique la funcién de forma exacta®33.

Por lo que, mediante la estimacién de los parametros poblacionales, se
intenta conocer con el menor error y con una alta confianza, cuales serian
los valores de los parametros poblacionales principales, que precisarian
la funcién asumida de forma general, ademas, cuales pudieran ser los
valores en los cuales algunos de sus elementos (en dependencia de los
otros) se efectivizarian en el futuro o ( extendiendo la definicion)
eventualmente fuera del rango de los datos conocidos, cudles serian los
valores que adquiriria una determinada variable!3* que define el objeto
cientifico de una investigacién, de modo consistente con otras variables
complementarias, que son manifiestas por haber sido mensuradas.

llustracién: En la ciencia politica, asumiendo que la predileccién por un
candidato (que sea el mas preferido de todos los que compiten en un
determinado campo politico) es una variable aleatoria que depende del
tiempo en el que ha ejercido funciones de gobierno y que ademas (como
proposicién teorematica) sigue una distribucién normal, cuya media y
desviacion tipica se desconocen, el objeto cientifico que se pretende
comprender (con una nocién previa de normalidad), quedara plenamente
identificado cuando se conozcan la media y la desviacién tipica de la

133 Se conoce la forma pero no se conoce como esta forma se manifiesta en concreto.
Como ilustracién, conocemos que la duracion de una marca de focos, se distribuye bajo
una forma exponencial, es decir con la funcién de densidad de probabilidad: f(x) =
fGe=f% el objetivo de la estimacion, serd la determinacion del valor especifico del
parametro 6.

134 Una serie temporal Escalar o vectorial, que serd abordada ulteriormente.
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funcién de densidad de probabilidad que representa el evento azaroso
expresado!®.

El presente capitulo, tiene por objeto, la discusidn y el desarrollo de los
métodos y las técnicas estadisticas que permiten la inferencia de los
parametros principales de una poblacién, conocimiento que se hace
posible mediante la determinacidn de sus principales estadigrafos, como
lo son la media, la variancia, la desviacion tipica y la proporcién de un
conjunto de elementos especificos que permiten su segmentacién?'®.
Bajo la egida de esa pretension, se avizora la posibilidad de estimar, las
diferencias entre los parametros mencionados, entre dos o mas
poblaciones y también la diferencia de los indicados en relacion a una
forma peculiar esperada, sea por razones puramente tedricas o sefialadas
por anteriores experiencias.

Aspectos Generales de la Estimacion
La estimacion estadistica, se clasifica en:

1) estimacidn puntual

2) en estimacidn por intervalos de confianza.

La estimacidn puntual, consiste en la proposicién de un estadistico 3’
como predictor de un pardmetro poblacional, asi por ejemplo, se puede
proponer que la media muestral sea un estadistico, un valor preciso y

135 En realidad, no existe conocimiento cientifico que no hubiera sufrido de una limitacién
previa, en este caso, la indicada limitacidn, estd representada por la asuncion de una
forma especifica de dependencia de la preferencia por el candidato, con el azar, que se
asume “normal”.

136 | 3 particion relevante de una poblacidn.

137 Valor o funcién de los elementos muestrales
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concreto, que permita avizorar la media poblacional o que. la funcidn

2 _ o (xi_x)?
n—-1

variancia de la poblacién. El defecto de la prediccion puntual consiste en

S sea una prediccion suficientemente adecuada de la

la imposibilidad de poder calcular la probabilidad de que nuestro
predictor puntual (el estadistico muestral) sea suficientemente préximo
al verdadero valor de la poblacion ademas del tamafo de la eventual
diferencia entrambos.

En realidad, incluso si se asumiera que la diferencia entre el predictor y
el verdadero valor poblacional, pudiera ser lo mas pequefia posible, aun
en el infinitésimo de esa diferencia existirian una infinidad de posibles
resultados, cuya probabilidad de ocurrencia, de uno de ellos en concreto
---en aplicacidén de la definicién clasica de la probabilidad*38--- seria cero.
Sin embargo, a pesar de este defecto, muchas veces, se recurre a esta
clase de estimacién, en aras de no hacer demasiado extremo el trafago
del calculo.

PROPIEDADES DESEADAS DE UN ESTIMADOR

Existiendo varias posibilidades de eleccion entre los distintos estadisticos,
funciones escalares o vectoriales que tienen por elementos a los valores
de los datos de la muestra aleatoria, parala eleccidén del mejor estimador
puntual se siguen los siguientes criterios:

a) Criterio de Insesgamiento: Un estimador puntual es insesgado,
cuando su esperanza matematica, es igual al parametro

Casos Favorables
138 P(x) —

casos Totalos bajo la asuncion de que todos los eventos elementales son

igualmente probables.
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poblacional que se pretende estimar, es decir, dado el estimador

0, que representa una funcién de variable aleatoria®,
E(§)=6

En la que O representa el verdadero valor poblacional, a la que la
estimacion apunta con precision estadistica.

b) Criterio de Consistencia: Un estimador puntual es consistente, si
a medida que se incrementa el tamafio de la muestra que genera
los elementos de la funcion mediante la cual se lo genera, la
probabilidad del error de estimacién, entendido como la
diferencia entre el valor del estimador y del parametro
poblacional estimado, tiende a cero.

lim P(6 —6)~ =0

n—-oo

Significando que una muestra mientras sea mas grande, hace
posible una mejor estimacion, (mds precisa), esperandose que
una muestra pequeia produzca un mayor nivel de error.

c) Criterio de Eficiencia: Un estimador puntual, 8 , insegado, es mas
eficiente que otro estimador puntual,d, insesgado, cuando éste
tiene una menor variancia. Es decir, que en la distribucién del
primer estimador, el grado de dispersion de los elementos
aleatorios que lo representan es menor en referencia a los
elementos que componen la distribucién del segundo.

139 Cuyos argumentos son los datos de una muestra elegida de forma azarosa.
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La razdn entre las desviaciones tipicas de los estimadores, R=

var()
var(8)’

representa cuantas veces es mas eficiente el primero,

respecto al segundo'“°,

d) Criterio de Linealidad: Se denomina lineal a un estimador cuya
estadistica que lo constituye, adquiere la forma de una funcién

lineal de los datos muestrales!*!:

1=n
0 = y1x1 +V2Xo FV3X3 e cr v e e VX = Zyixi
i=1

Expresidn en la que las y;son numeros reales.

Un concepto importante denominado de Suficiencia del estimador, ha
sido desarrollado por R.A. Fisher, y sostiene que un estimador es
suficiente, si en su construccion se utiliza, toda la informacién que
contiene la muestra, en relacién a los pardmetros que se pretende
estimar, siendo por lo tanto irrelevante, en la estimacién de los
mencionados, la informacidn que proporciona la distribucion de
probabilidad de cualquier otro estimador, el estudio mds acendrado del
concepto referenciado, excede el nivel de exposicion del presente texto.
Sin embargo nos hace colegir, inter alia, la idea de que en un estadistico

10 La eficiencia absoluta de un estimador, puede ser determinada mediante la
Desigualdad de Cramer-Rao que sefiala que para todo estimador insesgado, su variancia
es mayor o igual a la inversa de la esperanza matematica de la derivada logaritmica de la
funcion de densidad de probabilidad de los datos, respecto al pardmetro que se pretende
estimar, multiplicado por el nimero de datos.

Var(§)26+f2
og
”E[( a0 )]

141 Una combinacion lineal de los elementos contenidos en el conjunto muestral
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especifico (ni siquiera signado en la linealidad) no todos los elementos
pudieran tener la misma importancia.

METODOS DE ESTIMACION PUNTUAL

Los métodos matematicos, mas usados, de determinacién de
estimadores puntuales son:

a) De Maxima Verosimilitud

b) Minimos Cuadrados Ordinarios
c) Delos Momentos

d) De la Chi Cuadrado Minima

Se desarrollaran en el presente texto, en razén de su nivel, Gnicamente el
primero.

METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD

Se determina un estimador de maxima verosimilitud, cuando dado un
conjunto de valores muestrales predeterminados, que definen una
funcion de distribucién de probabilidad conjunta, dependiente de un
parametro 6, y denominada “Funcién de Verosimilitud”, la aludida, se
maximiza, mediante la adecuada eleccién del indicado parametro. Es
decir, implica que se haga méaxima la probabilidad de que ocurran los
valores muéstrales referenciados, a un valor especificado del pardmetro.

Al ser, como un requisito del muestreo aleatorio, la seleccién de cada
uno de los elementos de la muestra idéntica e independiente, la funcién
de distribuciéon de probabilidad conjunta, en el caso discreto puede ser
representada por el producto de las probabilidades marginales, entonces:
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i=n
v= l_[ P(x;,0)
i=1

Que en el caso continuo tomara la forma:
— i=n
v=][;z1 f(x:,0)

Es decir la productoria de las n funciones de distribucién de probabilidad
marginal que se generan a partir de la funcion de densidad de
probabilidad conjunta, que a su vez representa la funcién de
verosimilitud, dependiente del pardmetro 8 que se debe maximizar.

De esta manera, en el caso continuo!*?, se implica la maximizacién de v,
que, por las condiciones generales de maximizacidn, consiste en
encontrar el valor que hace que:

dv
de_o

Denominada condicién de maximizacién de primer ordeny,

d?v
267 <0

Llamada condicién de maximizacion de segundo orden.

Ambas, de forma conjunta, necesarias y suficientes para la determinacion
del estimador de maxima verosimilitud.

12 Que por emulacién puede ser utilizado incluso para funciones de distribucidn
discretas.
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DETERMINACION MAXIMO-VEROSIMIL DEL ESTIMADOR
PUNTUAL DE LA MEDIA POBLACIONAL

De una poblacién distribuida normalmente, con variancia conocida, se
toma una muestra de tamaio n; sobre esa base, se encuentra el
estimador de mdaxima verosimilitud de la media poblacional, bajo Ila
siguiente metddica:

Sea: Xi= (X1, X2, X3ueeeevrereeeeeeenens Xn) talquei=1,2, 3., n

Un conjunto de n datos seleccionados de forma aleatoria (mediante
muestreo aleatorio simple) de la poblaciéon. La densidad de probabilidad
conjunta de la ocurrencia simultanea de los referidos esta definida por la
funcién de probabilidad conjunta, en la que 8, representa la media de la
poblacién multinormal :

(X1, X0, X3, X4 oo ove e v e e v Xy, 0) = MN(n + 1)

Una variable aleatoria multinormal, dependiente de los valores de los
datos que la integran ademas del parametro 6.

La precitada funcién vectorial de dimensidn n+1, puede ser representada
por;

MN(n+1)= £(Xy1, 0)f(Xs 0)f (X3, 0)f (Xa) 0) cvv eve oo f(Xa, 6)

El producto de n funciones marginales de probabilidad, en virtud del
referenciado método de seleccidn aleatoria*3.

143 Que implica que cada uno de los datos tiene la misma probabilidad de ser elegido y
que una seleccion es independiente de cualquier otra.
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En atencidn al conocimiento de |la forma especial de la distribucidn de los
datos, senalados en la normalidad, se puede escribir:

1 _(X1-6)? 1 _(X,-6)? 1 _(Xn—6)?
MN(n+1) = (3 e /2a2) [ /202) ......... G /202)
V2mo? V2mo? 2mo?

MN(n) = 2rnc?) 2 e 202

Aplicando a ambos lados de la expresion, logaritmos naturales!44:

n _ZiZXi-6)?
InMN(n+1) =Ln (2no?) ze 202

Ln MN(n + 1) = Ln MN(n + 1)(x;, 6)

n i=n(y — g)2
InMN(n+1) = —=Ln(2ro?)~ — M
2 242

Funcién de verosimilitud que debe ser maximizada, respecto al
parametro poblacional 8, desconocido.

Por la condicion de primer orden de la maximizaciéon y derivando de
forma implicita.

LdMN _ 2::711()(1_9) -0 *
MN db o?

> ZSG-6)=0

i=n i=npg _
=1 % — X160 =0

i=n

...
Il
=

144 Una transformacidon mondtona estrictamente creciente.
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i=n
i—1 Xi . .
Por lo que, 8 = —l‘nl :, la media muestral, representa el estimador de

maxima verosimilitud de la media poblacional.

Verificada la condicion de maximizacién de segundo orden, del enunciado
signado con asterisco.

DETERMINACION MAXIMO-VEROSIMIL DEL ESTIMADOR
PUNTUAL DE LA VARIANCIA POBLACIONAL

Bajo el supuesto de que la poblacion se encuentra distribuida
normalmente, implica que cada extraccion aleatoria tiene una funcion de
densidad de probabilidad:

..... 20%)

fO) = G==e

Si se toma una muestra aleatoria, de tamafio n de la precitada poblacion,
de la que se conoce la media, la funcién de densidad de probabilidad
conjunta sera:

F (X1, X2, X3, X4 cen e ve eee e X, O)

Que por la identidad e independencia de las extracciones puede
escribirse como:

f(xlr X2, X3, X4 eiv vnna X, O')z
flxa, o) f(x2, 0) f(x3, 7).... f(Xn, 0)

La productoria de n funciones marginales, que bajo la especificidad
normal tiene la forma:
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MN(n) ( 1 _(X1-6)? 2 ( 1 _(Xz—e)z/ 2 ( 1 _(Xn—g)z/ )
n)=(———e 20 e 20%) ... e 20
V2ma? V2ma? V2ma?

Que por propiedades de los exponentes, puede reducirse a:

n I=n(x;-6)?

MN(n) = 2rno?) 2e 202
Que mediante el uso de logaritmos naturales, admite la transformacién
monadtona:
n_ZiETx=0)?
Ln MN(n) = Ln( (2mo?) 2z e 202 )

Expresidn equivalente (por las propiedades de los logaritmos) a:

__n it ZETXi—6)?
Ln MN(n) = > In(2mo?) BRI

Que maximizando, implicitamente, respecto a 62, origina:

1 dMN

1 T - 6)?
MN(n,c?) do? - +

2mo? 2 204

n
2

1 dMN _ n B - 0)?

MN(n,o) do ) 204

i i=n 2
dMN n , YENX;—6)? n L= (Xi-6)"
o = Cat ) (@re) e )

Que se hace cero cuando lo hace su primer factor,

n

0

+ TEHX-0)%
o2 o* -

, _ TENX-6)?

E implica: o -
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Simbolizada por:

_YiEM(x-0)2
n

o2
Como estimador Maximo verosimil.

ESTIMACION INSESGADA DE LA VARIANCIA POBLACIONAL.-

Si bien el estimador maximo verosimil de la variancia poblacional
representa una de las estimaciones mas importantes de este parametro,
adolece de sesgo, por tal motivo como una estimacién no sesgada de la
variancia poblacional, se usa el estimador!#:

— _ ZExi-0)?

0'2
n-1

El que se relaciona con el estimador maximo verosimil mediante el

. n . . . . .
cociente — es decir que el estimador insesgado de la variancia

poblacional es el estimador maximo verosimil, multiplicado por la
referida razon,

Estimacion de los Valores Poblacionales Mediante Intervalos
de Confianza.-

A pesar de que, mediante la estimacién puntual, es posible inferir de
forma relativamente sencilla el valor de un pardmetro que representa el
verdadero valor poblacional (en la generalidad de los casos desconocido)
mediante operaciones previamente definidas, realizadas con los datos

145 Recurrentemente mal llamada variancia muestral, cuando en realidad el estimador
maximo verosimil, se corresponde con el anotado paradmetro.
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muestralesl4®

, mediante la sefalada metddica, no se puede precisar la
probabilidad de que estos pardmetros, representen al verdadero valor de
la poblaciéon'#’. En atencién al dbice resefiado y en aplicacion de las
propiedades de la distribucion de las medias muestrales, expuestas en el
capitulo anterior, se ha desarrollado el método de estimacidon mediante
intervalos de confianza, cuyo significado general se presenta a

continuacion.

Un intervalo de confianza, es un segmento de los nimeros reales, que
con una determinada probabilidad (denominada nivel de confianza)
contiene el verdadero valor de un parametro poblacional, en otros
términos:

Dada una poblacién, definida por Q la cual puede ser comprendida de
forma suficiente de modo objetivo, por y  parametros, estadigrafos
poblacionales, un intervalo de confianza de cualquiera de ellos como por
ejemplo el pardametro y; , es un segmento [@ b], que con la
probabilidad 1-, contiene el referido parametro.
Complementariamente con una probabilidad « es posible que dentro de

148

los limites del intervalo referenciado, por los efectos del azar'*®, no se

encuentre el verdadero valor del pardmetro que (conjuntamente a otros)

149

define estadisticamente'* y entonces objetivamente, la poblacion.

146 Como se dijo anteriormente denominadas “Estadisticas”.

147 Excepto si se trata de un proceso de censo en el cual se tiene “demostrado” que no
existe error, en este caso es cuestionable, (cuando se ha identificado la muestra con la
poblacidon) que el proceso pueda denominarse aleatorio y entonces, que deban aplicarse
las reglas de la probabilidad.

148 Independientemente de cuan bien realizada estuviere la investigacion cientifica

9 El término Definicidon Estadistica, significa que dado un significado general,
previamente establecido para un pardmetro, representa el grado respecto a este
significado numérico en el cual se presenta la poblacion.
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En atencidn a los objetivos del texto, que intenta ensefiar la construccién
de los pardmetros mas utilizados en la Ciencia Politica, al menos en sus
aspectos matematicos fundamentales, se presentan los intervalos de
confianza de:

a) La Media Poblacional (con muestras grandes)

b) La media Poblacional (con muestras pequefias)

c) La Variancia Poblacional

d) La Desviacién Tipica Poblacional

e) La Proporcion de Elementos Con un Atributo Determinado en Una
Poblacién

f) La Diferencia de las Medias que tienen dos Poblaciones Distintas

g) La Diferencia de las Proporciones de un Elemento Entre Dos
Poblaciones Distintas

Intervalo de Confianza de la Media Poblacional (para
muestras grandes).-

Si de una poblacién infinita'®®, distribuida de cualquier manera, se toma
una muestra mayor a 30 observaciones, se puede afirmar
suficientemente que el intervalo que contiene la media poblacional, con
una probabilidad 1-x, puede aceptarse suficientemente>! que ésta dado
por:

1500 de una finita con remplazamiento
11 porque se encuentra suficiente asintotizacion con la media.
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Expresidn en la que X;, es la media muestral, n, el tamafio de la muestra,
g, la estimacion puntual de la desviacion tipica poblacional y Z_y/3, la
abscisa de la Funcién de Densidad de Probabilidad Normal Tipica, que
hubo alcanzado una acumulacién de probabilidad de  1—«/2. El
intervalo, por las caracteristicas de la funcién referida, evidentemente es
simétrico centralizado en X, d de esta manera el error de prediccién,€,
en términos absolutos, estard dado por:

Zi«;2 A
_ </ i

=&

Que también esigual a hemidiferencia entre el mayorante y el minorante
del indicado intervalo,

Lo anterior, puede expresarse en términos graficos de la siguiente
manera, que hace evidente los limites del intervalo como también su
centralizacion:

GRAFICO N°1
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En el caso de que la poblacidén sea finita, de un tamafio N, conocido y no
se realice el muestreo con remplazamiento'®?, él precitado intervalo se
convierte en?>3:

1-5 [IN—-n Zi ;2 [N—m _
+ — &
yn N-1

En este caso el error sera:

S

VA
1—% N-n
n

— 0

€= 7 v

Menor que en el caso de estimaciones realizadas en poblaciones
infinitas.

llustracién: En una investigacion sobre la calificacion que le otorga una
poblacién a un alcalde, se ha realizado una encuesta que mediante la
tabla siguiente, expresa los resultados:

Calificacion, X, que un | Frecuencia de la Calificacion, Fx
entrevistado le otorga al alcalde

0 4

152 En el caso de que el muestreo sea realizado con remplazamiento, se asume que una
poblacidn finita, emula las caracteristicas para el muestreo de una poblacién infinita.

.. N-n . - L
153 Expresién en la que /E corrige el sesgo que la finitud de la poblacion, introduce en
la estimacion de la desviacion tipica poblacional, denominado Factor de Correccién por

L , n . .z
Finitud, asi como el factor: /ﬁ, es denominado Factor de Correccién de Sesgo.
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1 7
2 3
3 8
4 6
5 8
6 4
7 7
8 3
9 1
No sabe o no responde 9
a) Asumiendo que la poblacién entrevistada, es suficientemente
grande como para ser considerada infinita, encontrar un intervalo
gue con una confianza de un 95% prediga la media de la
apreciacion publica por el alcalde.
b) Calcular lo solicitado en el punto anterior si se asume que la
poblacién entrevistada es de 400 habitantes.
c) Calcular el error de la inferencia bajo la asuncién de que la
poblacidn es infinita
d) Calcular el error de la inferencia en consideraciéon a la

determinacion del tamafio de la poblacion de la que se extrajo la
muestra.
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Procesamiento:

1) Es necesario en primera instancia encontrar la media y la
desviacidn tipica de la muestra, para lo que se utilizara la siguiente
tabla de trabajo, que se desarrollara inicamente con los valores
efectivos®™*:

X x2 Fx X Fx x? Fx

0 0 4 0 0

1 1 7 7 7

2 4 3 6 12

3 9 8 24 72

4 16 6 24 9%

5 25 8 40 200

6 36 4 24 144

7 49 7 49 343

8 64 3 24 192

9 81 1 9 81
ZFx—Sl ixe szFx
: = 207 1147

154 Es decir no se consideraré la opinién de las personas que no emiten pronunciamiento,
en el presente caso, 9 personas.
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T 207 1) 11147
7= _406 v s = (—) — (207/51)? = 2,45

2) Se estima la desviacion tipica de la poblacién, usando la desviacién
tipica de la muestra:

0= S\/% = (2,45)(1,01) = 2,48

3) Elintervalo solicitado es:

[4,06 - (3’;) (2,48) 4,06 + (32_9 (2,48) ]
=[3,38 4,74]

Se concluye que con una confianza de un 95%, la media poblacional, la
opinion de la poblacion a la que se entrevista (medida en la escala
referenciada) se encuentra en el intervalo explanado.

b) En el caso de la poblacidn finita en la que N=600, en la estimacion
puntual de la desviacidn tipica poblacional, el intervalo pertinente es:

1,96\ [ i f4oo—51 1,96\ [ i ’400—51 _
[4’06 - (ﬁ) < 400—1) (2,48) 4,06 + (ﬁ) ( 400-1 > (2,48) ]_

[3,42 4,69]

c) El tamano del error en el primer caso es:

€= (1’96) (2,48) = 0,68
\/ﬁ ) )

d) En el segundo caso:
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e (1‘96) o
~ \V51 400 — 1

(2,48) = 0,64

INTERVALO DE CONFIANZA DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS DE
DOS POBLACIONES (Para Muestras Grandes).-

Si mediante dos muestras independientes, no necesariamente del mismo

tamafio, se intenta pronosticar la diferencia de las medias aritméticas de

dos poblaciones (que evidentemente son desconocidas), que tienen la

misma variancia, el intervalo que con una confianza de 1-x, permite la

ejecucidn de éste objetivo es:
(X1 =Xz ) — 0| —=+— Z 1
2

Formula que se transforma en:

2 2
gy  0;

Xn1 — Xnp —+—
( ni n2 ) 1l n2 1_0(%

1
1 + 2 Zi )2

Q

(xnl — Xn2 ) +

— o 9
(xnl_xnz ) + H"'EZI—OC/Z

Silas variancias de las poblaciones son diferentes y por lo tanto, cada una

de ellas ha sido independientemente estimada.

En el caso de que las poblaciones sean finitas el intervalo es:

E— [ ; — [ [F
[(xnl — Xn2 ) - ’n_1+n_; Zl—o(% (xnl — Xn2 ) + n_11+£ Zl—o(/Z ]ERROR
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llustracion .- En la escala referenciada en el punto anterior, se
encontrd en una muestra de tamafio 36, tomada en la ciudad de El Alto
gue la opinién media respecto al presidente es 6,8, con una desviacidon
tipica muestral de 1,6 en otra muestra en la ciudad de La Paz, de
tamafio 49, se verificod que la apreciacion media respecto al presidente
es de 5,9 con una desviacion tipica de 0,8.

a) Encontrar un intervalo que con una confianza de un 90%, estime
la diferencia de la apreciacidon politica que tienen los electores
altefios respecto a los electores pacenos.

b) Calcular el error de prediccion.

Procesamiento.-

1) Se estima la desviacion tipica de la poblacién alteia

r=t0 e

2) Se estima la desviacion tipica de la poblacion paceiia

3) Se establece el intervalo

1,62 0,81 1,62 0,81
(6,8—5,9)— ¥+F (1,65) (6,8—5,9)— W—I—W (1,65)

=[0,49 1,31]

1,62 0,81
) €= ( —+—) (1,65) = 0,41
36 49
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155

Se puede concluir, de forma preliminar®>>, que la diferencia de la

apreciacion, con una confianza de un 90% es menor a un punto

llustracion Il.- En la escala mentada, la media aritmética de la
calificacion que una muestra de la Carrera de Ingenieria Civil de 30
alumnos le otorga al rector de la universidad es de 6,4, con una
desviacidn tipica de 1 punto en tanto que la respectiva de una muestra
de 50 alumnos de la Carrera de Derecho es de 4,2 con una desviacion
tipica de 0,5 puntos.

a) Calcular con una confianza de un 99% el intervalo de la diferencia
de medias, de la apreciacidn por el rector de ambas carreras, si el
numero de alumnos de la Carrera de Ingenieria es de 300 y el de
la Carrera de Derecho 800.

b) Calcular el error de la estimacién.

Resolucion.-

1) Se calcula el estimador de la desviacién tipica de cada una de las
poblaciones®®:

2) Se determina el intervalo solicitado:

155 | 3 conclusion definitiva, se desarrollard mediante una contrastacién de hipdtesis
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(6,4 —4,2) 0.97 049 (2,57) (6,4 —42) 0.97 , 049 2,57
’ ’ 30 T 50 ’ ’ ’+30+50(')

= [1,67 2,73]

0,97 0,49

b) e=< —+;)(2,57)=0,53

30

INTERVALO DE CONFIANZA DE LAS DIFERENCIA DE MEDIAS
DE OBSERVACIONES PAREADAS.-

Si en un proceso experimental, se extraen n observaciones
bidimensionales, es decir, se anotan dos atributos, respecto a cada uno
de sus elementos constituyentes (un par de datos), esperandose que

entre ellos exista una correlacién significativa®>’

, Y que por lo tanto la
variancia de la diferencia de los atributos, no sea la simple suma
aritmética de las variancias de cada uno de los datos, como si estos fueran

independientes sino, la preindicada restada dos veces su covariancia:
Var(x, —x3) = Var(xy) + Var(x,) — 2Cov (x4, x3)

El intervalo que a una probabilidad 1-< contiene la diferencia de las
medias poblacionales, 1, — u, es:

157 Como por ejemplo se pregunta al esposo vy a la esposa de cada familia utilizada como
elemento muestral su preferencia politica.
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Expresion en la que &, el estimador de la desviacion tipica de la
diferencia de los atributos pareados es dada por:

U n TN (L — 22,02 (ST (Fyi — %2,))?
n(n-1)

llustracion.- Se entrevista (en sujecién a la escala de calificacion
anteriormente utilizada) a 32 esposos (esposa y esposo) respecto a su
opinién de la gestion de un alcalde, obteniéndose los resultados que
expresa la siguiente Tabla de Distribucion de Frecuencias:

Opinién del Esposo,x; Opinidn de la Esposa, x2
4 5
8 8
2 4
6 5
5 4
6 7
8 8
2 7
3 3
7 9
8 6
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6 9
1 3
7 5

a) Calcular aun 90% el intervalo de la diferencia de la opinion del esposo
respecto a la opinion de la esposa

b) Calcular el error de la estimacion
Resolucidn.-

1) Se debe estimar la desviacidn tipica de la diferencia de opiniones en la

poblacién
Opinidon Opinién Diferencia
P de |a Diferencia .
del cuadratica ) 5
Esposa  de las de las X1 X5 | X1* X
Esposo Opiniones .
X2 opiniones
X1
4 5 -1 1 16 25 20
8 8 0 0 64 64 64
2 4 2 4 4 16 8
6 5 1 1 36 25 30
5 4 1 1 25 16 20
6 7 -1 1 36 49 42
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8 8 0
2 7 -5
3 3 0
7 9 -2
8 6 2
0 2 -2
2 5 -3
5 6 -1
7 6 1
4 4 0
6 2 4
5 6 -1
5 8 -3
9 2 7
6 7 -1
9 5 4
3 4 -1
6 7 -1

25

49

16

64

49

64

25

49

16

36

25

25

81

36

81

36

64

49

81

36

25

36

36

16

36

64

49

25

16

49

64

14

63

48

10

30

42

16

12

30

40

18

42

45

12

42
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8 9 -1 1 64
1 0 1 1 1
6 4 2 4 36
7 4 3 9 49
8 9 -1 1 64
6 9 -3 9 36
1 3 -2 4 1
7 5 2 4 49
170 173 -3 183

1132 % 183 — (—3)2
32(32-1)

0 =2.4277877

Variancias:

81

16

16

81

81

25

72

24

28

72

54

35

1094 1107 1009
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INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA POBLACIONAL
(para muestras pequenas).-

En el caso que la muestra tenga menos de treinta elementos y, cuando
existe suficiente fundamento para asumir que la poblacién se distribuye
aproximadamente como una normal, es posible construir el intervalo de
confianza de la media poblacional utilizando la funcién de densidad de
probabilidad t de Student®®8, en cuyo caso el intervalo que contiene con
una confianza 1-« la media poblacional es:

t ’1_0C t ’1_0(
(v /2) & x_n n (v /2) &
Vn Vn

Formula en la que tw,1-%/,) representa la abscisa de una funcion de

Xp —

densidad de probabilidad t de estudent con v grados de libertad!*®, que
corresponden al tamaino de la muestra menos uno, n-1, y a un grado de
acumulacién de probabilidad de 1 — °c/2.

llustraciéon: Asumida que la edad de los militantes de un partido politico

se distribuye normalmente, habiéndose encontrado en una muestra, de
tamafio 18 que la media de la edad de los militantes es de 44 aios, con
una desviacidn tipica de 3 afos.

a) Encontrar un intervalo de confianza que a un 95% prediga la edad
media de los militantes (bajo el supuesto de que la poblacién es
suficientemente extensa).

158 Disponible en el apéndice.......cc.ccovvvvrvervenence.
159 Explicar el significado de grados de libertad.....................
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b) Si la observacion es respecto a los dirigentes del partido, que son 40,
encontrar el intervalo de confianza que a un 99% prediga la edad de un
dirigente.

Resolucion:

1) Se debe estimar la desviacion tipica poblacional puntualmente
a partir la desviacidn tipica muestral, entonces:

3,09afios = 3aﬁos(\/§)

2) Se construye el intervalo correspondiente:

t(18-1, 0,975) . t18-1, 0975) . ]
44 — ——————— 3,09 anos 44 + ———= 3,09 anos
[ V18 V18
2,1098 2,1098
[44 - s 3,09 aiios 44 + T 3,09 aiios ] =
[42,46 afios 45,54 aios]

b)

1) Se estima la desviacion tipica poblacional, multiplicando la desviacion
tipica muestral, por el Factor de Correccidn de Sesgo y luego por el Factor
de Correccidn por Finitud.

40-18
40— 1)

2,41 = 3afios ( oo 1)(

2) Se construye el intervalo correspondiente:
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ti1g— t1g-
[44 — 8L 999 5 41afios 44 + L2954 aﬁos] =

V18 V18

[44 2,8982 2,41 aii 44 + 2,8982 2,41 aifi ]
- — 2, anos —_— 2, anos | =
V18 V18
[42,35 45,65]

Intervalo de Confianza de la Variancia Poblacional.-

Por los resultados expuestos en el primer capitulo (ultima parte), se tiene

n—1)s? N . .
que:d = %, se distribuye de acuerdo a una variable aleatoria X? con

X

n-1 grados de libertad, esta proposicidon implica que el intervalo de con
un grado de confianza 1-, contiene a la variancia poblacional, estd dado
por:
(n—1)S5* (n—1)s?
2 2
X(v,l—oc/z) X(v,oc/z)

En el que X(Zv,l—oc/z) representa la abscisa Chi Cuadrado, que con v grados

2 2
(VX(v,oc/Z)

/2 de probabilidad acumulada. Debe resaltarse que al ser la funcidn
disimétrica®, los valores Chi cuadrado citados para las dos diferentes

de libertad alcanz6una 1 — /2y X ) la abscisa que implica «

abscisas, son distintos.

180 \er el apéndice.........
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Grafico N° 2

Intervalo de Confianza de la Desviacion Tipica Poblacional.- Como una
consecuencia necesaria del resultado expresado en el anterior acapite y
en atencién a que por definicion, la desviacidn tipica es la raiz cuadrada
positiva de la variancia, el intervalo que predice a un grado de confianza
1- la desviacion tipica de una poblacidn ésta representado por:

(n—-1)S2 (n—-1)S2 ]
X(zv,l—oc/z) X(zv,o(/z)
llustracién.- Se encuentra que una muestra de tamafo 36 tiene una

variancia de 3, si existen suficientes fundamentos para sostener que la
poblacién de la que fue extraida, se distribuye normalmente, encontrar

a) Un intervalo que a un 90% infiera la variancia Poblacional

b) Un intervalo que a un 95 % estime la desviacion tipica poblacional
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Resolucion.-

a) Se plantea el intervalo de la variancia con los valores proporcionados,
es decir, la variancia muestral, y los valores de la abscisa de la variable Chi
Cuadrado, que implican una acumulacidn de probabilidad de un 95% y de
5%, proporcionados por la tabla integrada al presente estudio.

[(36 - 1)(3) (36—-1)3 l

2 2
X(36—1, 0,95) X(36—1, 0,05)

(36—1)(3) (36—1)(3) ] .
49,802 22,465 o

(2,11 4,67 |

b) Se extrae simplemente la raiz cuadrada del minorante y el mayorante
del intervalo que contiene la variancia:

[V2,11 VA67|=[1,45  2,16]

Intervalo de Confianza de la Proporcidon de un Atributo.-

161 sobre la base de

Si se puede establecer la taxonomia de una poblacién
un atributo P, que se encuentra en la proporcidn p en la indicada
poblacién (Se hace evidente, que el atributo ~P se encuentra en la
proporcion 1- p. Disponiéndose de una muestra de tamafo n,

suficientemente grande, de manera que sean: pn =30y (1—p)n >

161 | 5 clasificacion de sus elementos
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30, el intervalo que con una confianza de 1-a contiene la proporcion
poblacional referida es:

Expresion enlaque p representa la proporcién muestral del atributo, que

estima puntualmente la proporcion poblacional, Z(l_g) la abscisa normal
2

gue implica la acumulacion de probabilidad que se define en el subindice
x . . . . . .z
1- S Sty el sub radical, la variancia estimada de la proporcién®®?. En el

caso de que no se pueda estimar facilmente la variancia de la proporcién
poblacional, se asumird que la referida es: 0,25/n, que implica el maximo

del eventual producto p(1 — p)163,

En el caso de que la poblacién no se asuma infinita o no se desarrolle un
muestreo aleatorio con sustitucion, la expresién se transforma en:

A p(i-p) |N-n ~ p(i-p) [N-n
[p B O N e N Jm]

Es decir, es la anterior cuyos extremos (mayorante y minorante) han sido
multiplicados por la raiz cuadrada del Factor de Correccidn de Finitud 64,

162 | 3 variancia estimada de la poblacién x, si ésta presenta una distribucion Binomial es:
V(x) = n p g entonces la variancia de x/n serd por las propiedades de la variancia
expresadas en la pagina 96 del primer tomo de la obra, V(x/n)=pag/n

163 Sea 7=p(1 — p) implica Z—fp =1-2p=0-p=0,5 cumplida la condicion de
2
segundo orden 27§=Q<0

164 \/er pie de pagina N°............
102



Dr. Rafael Torrez Valdivia

llustraciéon.- En una muestra de tamafio 200, se encuentra que 40
personas prefieren al MAS respecto a cualquier otro partido, a) encontrar
un intervalo de confianza que al 95% estime la proporcidon de adherentes
al indicado partido, en una poblacidon suficientemente extensal®®. b)
realizar la estimacion, al mismo nivel de confianza, si la poblacién esta
integrada por 1500 habitantes.

Resolucion.-
a)

1) En primera instancia se verifica que la muestra es suficientemente
grande, esto es que el nUmero de masistas (40) y no masistas (160) supere
30 elementos, como efectivamente acontece.

2) Luego se encuentra el numero de masistas en la muestra, que también
es el estimado puntual de masistas en la poblacion,

~ 40

=22-02
200

3) Se encuentra el intervalo de confianza respectivo,

. p(i-p) = pa-p) |_
PN PT2SN ]

(0,2)(1-02)
200

(0,2)(1-02)

0,2 —(1,96) 200

0,2 4+ (1,96)

165 Cuando se enuncie la expresion “Suficientemente Extensa” asimilese a una poblacidn
infinita, en la que consecuentemente se asume independencia entre los elementos
obtenidos para la muestra.
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[0,14 0,26]

Es decir se puede afirmar con una confianza de un 95% que el nimero de
masistas en la poblacion oscila entre un 14% a un 26%.

b) Para la resolucién, se multiplican los extremos del intervalo por la raiz
cuadrada del Factor de Correccidén de Finitud respectivo,

’1500 -200 ’1500 200
[0 14 1500-1 0 26 1500-1 l
[0,14(...) 0,26(...

INTERVALO DE CONFIANZA DE LA DIFERENCIA DE LAS
PROPORCIONES EN LA QUE SE PRESENTA UN ATRIBUTO EN
DOS POBLACIONES.-

Si se califican los elementos de dos poblaciones en atencién a que posean
o no un determinado atributo, el atributo P, como se hizo referencia en
el anterior punto, dadas dos muestras independientes, tomadas de las
referidas poblaciones, en las que el atributo se presenta en las
proporciones p; y p,, respectivamente, el intervalo que infiere a una
confianza 1-«, la diferencia en la que el atributo se hace efectivo en
ambas poblaciones, esta definido por el intervalo:

n n; n n;

_ s(1—p) BHA—p e y(1—p) BA—p
[(pl_@)_z(l_%)Jp( — ) L 21— p2) (pl—pz)+2(1_%)jp( — 1) 4 Pal pz)}
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La expresion sub radical representa la variancia de la diferencia de ambas

166 en la situacidn que las poblaciones de las que se extrae

proporciones
la muestra no puedan considerarse finitas o esta se obtenga sin
remplazamiento, la expresion se transforma en:
e p1(1-p1) (N1~ 53 (1=p3) [ No—
(0, _p2)_z(1_5)\/171( P1)( 1 n1) +P2( Pz)( 2 nz)
2

ny Ni—1 ny Ny—1

(Fr—P3) + Z( “)\/ﬁ(ltlgllg (Nl_nl) + 72(1-p2) (Nz—nz)
-2

nq Ni—-1 ny Ny—-1
bajo el mismo argumento sostenido en el apartado anterior.
llustracion.-

Se toma una muestra de tamafio 300 en un recinto electoral, en el que
participaron 1500 electores en ella la proporcién de votos nulos es de un
10%, de otro recinto electoral, ubicado en una zona distinta, en el que
votaron 1000 personas, se toma una muestra de tamafio 250 hallandose
45 votos nulos, encontrar un intervalo de confianza a un 90% que
determine la diferencia de proporciones de votos nulos del primer distrito
respecto al segundo. Realizar el ejercicio bajo muestreo con
remplazamiento y muestreo sin remplazamiento, encontrando en cada
caso el error de prediccion. Por ultimo encontrar el beneficio que aporta
el muestreo sin remplazamiento.

Resolucion.-

166 Obviamente 1, y n,, son los tamafios de las muestras involucradas y con un poco mas
de esfuerzo es notorio que la variancia de diferencia de las proporciones es una media
cuadratica de la desviacion tipica de las proporciones presentes en cada una de las
muestras.
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a) En el caso de que se desarrolle el muestreo con remplazamiento.

1) Se debe estimar la proporcién en ambas poblaciones, del atributo
votos nulos:

— — 45
p=01 y p;=5,=018

2) En consecuencia los complementos respectivos de los anteriores
estimadores son:

1-5;=0,9 y  1-5,=0,82

3) Aplicando la formula general presentada en éste apartado, para
encontrar los limites Min= minorante del intervalo y May= mayorante del
intervalo se tiene el intervalo correspondiente:

Min=@, -5) - Z(1—§) pi(i-p) | 72(1-py)

n nz

0,1(0,9)+0,18(0,82)= 0,031
300 250

Min=(0,9-0,82)- 1,65 \/

0,1(0,9) n 0,18(0,82) 0129

May= (0,9-0,82)+1,65J
300 250

[0,031 0,129]

El resultado anterior indica que con una confianza de un 90% la diferencia
de proporcion de votos nulos del primer recinto respecto a los votos nulos
del segundo recinto se encuentra entre un 3,1% a un 13%, alcanzando al
nivel de confianza indicado el error de prediccion:
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oo 1,65\/0’1(0’9) 1 0480082)_ ) 449
300 250

b) Corrigiendo la finitud, el resultado se convierte en:

R pi(i=p1) (N1—n P2(1=p2) (N2—n2\ _
Min —(pl—pz)—Z(l_;)\/ e —— ( L 1)+ ( )_

nq Ni—-1 nyp Np-1

0,1(0,9) (1500-300) , 0,18(0,82) (1000—250) 0.037
300 (1500-1) 250 1000-1  ’

(0,9-0,82)-1,65 J

May*=(, —57) + 7, o) [BLRD (M) 4 B (heore),

ny Ny -1 ny Np—1

01(0,9) (1500-300) | 0,18(0,82) (1000-250)_ 1 1.3
300  (1500-1) 250 1000-1  ’

0,9-0,82)+1,65 \/

[0,037 0,123]

El error correspondiente es:

o*e 1,65J0’1(0’9) (1500-300) N 0,18(0,82) (1000-250) _ 0,043
300 (1500-1) 250 1000-1

c) El beneficio que aporta el muestreo sin remplazamiento en términos
porcentuales es:

e—ex 0,049-0,043
x100= ————

e 0,049 = 12,24

ben =
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Capitulo Cuarto

VARIABLES

Las mas importantes funciones de densidad de probabilidad en atencién
a su rol en la Inferencia Estadistica, debido a que con ellas, en la mayoria
de los casos, se puede determinar intervalos de confianza y contrastar
hipotesis respecto a pardmetros poblacionales u otras relativas a la
correspondencia de una formulacidn tedrica respecto a un sustrato de
datos concretos, son:

~ La Funcién de Densidad de Probabilidad Normal

~ La Funcién de Densidad de Probabilidad Gama

~ La Funcién de Densidad de Probabilidad Chi Cuadrado
~ La Funcién de Densidad de Probabilidad t de Student
~ La Funcién de Densidad de Probabilidad F de Snedocor

Variable Aleatoria Normal.-

La variable aleatoria cuya funcién de densidad de probabilidad est3
representada por la expresiéont®’:

167 El simbolo e, como lo debiera conocer cualquier bachiller en humanidades, es la base
de los Logaritmos Neperianos, un nimero trascendente (que no puede ser expresado por
la relacién de dos enteros) que en valor se aproxima indefinidamente a 2,7183. El aludido
valor matematico, muy importante, resulta de:

e = lim (1 +%)n

n—-oo
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1 _(x_ﬂ)z

fx) = =e 2z

definida en el dominio pleno de los Nimeros Reales, es decir en el
intervalo [—o0 o], se denomina Variable Aleatoria Normal, con media

en KLy con desviacion tipica en g168, es la mas importante de las variables
aleatorias en vista de que la distribucion de las medias muestrales a

169 3 esta

medida que aumenta el tamafio de la muestra, se asintotiza
funcién y también porque permite representar con gran proximidad la
evolucién de otras variables aleatorias como la binomial y la
hipergeométrica. En el caso de que p sea O (cero) y g, adquiera el valor
1 (uno), se llama Variable Aleatoria Normal Tipica, que en el presente
texto serd representada por “z”. La funcion de densidad de probabilidad
de una Variable Aleatoria Normal tipica, el merénimo mas importante de
la expresion general, entonces, es,
1 _Z

f(z) = w=e
Al que, como se vera mas adelante, puede convertirse cualquier variable
aleatoria normal.

168 Entonces el algoritmo que define la densidad de probabilidad de la variable aleatoria
normal, queda plenamente especificado mediante el conocimiento de su media y de su
desviacion tipica y, fue inventado por Abraham DeMoivre en el afio de 1733, aunque
comunmente se la conoce por Distribucion Gaussiana o “Campana de Gauss” en el caso
de que su desviacion tipica sea uno y entonces sea “perfectamente mesocurtica”.

169 Se acerca indefinidamente a una distribucién normal. Se considera que una muestra
es grande y que por lo tanto se asemeja suficientemente a una normal, cuando tiene 30
0 mas elementos.
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Siendo su positividad manifiesta, al tratarse de una funciéon exponencial,
se puede demostrar que el area encerrada en su dominio es igual a uno
de la siguiente manera:

1) Se denomina q, al area que define la integral q =

2
o) 1 _Z
—_— 2
Lo me 7dz

2) Esta area puede ser representada también por la variable w es decir

2
__ o 1 _Z
qa=J_, ze zdw

3) Multiplicando los respectivos miembros izquierdos y derechos de las
anteriores ecuaciones se tiene

2 e 1 _é 0 1 _W_2
0’ =_, 7ze 7dD) ([, 7ze zdw)
4) Que por las propiedades de las integrales dobles es equivalente a,
1 o0 po0 _(M)
q* =) e 7 'dzdw

5) Para poder encontrar la primitiva de la integral doble, se transforma el
espacio cartesiano en el que esta originalmente definida a coordenadas
polares, haciendo

z= psen(a)y w=p Cos(a)
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Evidentemente, los limites de esta transformacién indican que p (el radio

vector) variade 0 a oo y a (el angulo) de 0 a 2rr 170

9z 0z
. . ap oa sena pcosa
Originando el Jacobiano'’! | = a"; awl = |[ cosa —psen a” = p.
ap oa

Por lo que el drea g2 representada mediante la transformacién sefialada
es.

pzsenz(a)+p2cosen2(a)

/S B

2w Y0

1 2T (00 pz
2 _ - p dod
=5 fo e "2’ pdpda

2
@ = =31, "€ T (0loo)da
1 21
2 - —
=5 (-Dda

1
@ = —5-a (0[2m)

==

2

q 1

170 E| tamafio del radio vector de cero a infinito y el angulo que en toda su posibilidad
completa el giro de una circunferencia.

71171 Determinante de la Transformacion, que permite la aplicacidn, correspondencia
uno a uno, de los elementos del espacio original, en los elementos del espacio
transformado.
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Cuya raiz igual a la unidad, prueba que el espacio encerrado por la funcion
y el eje de las abscisas es uno y entonces asumida la positividad que se ha
mencionado, representa una funcion de densidad de probabilidad.

Con el auxilio del anterior resultado, se hace sencillo demostrar que
efectivamente la media de una Funcién de Densidad de Probabilidad
Normal, expresada de forma general es u;

Sea,

_(x=w)?
2 g2

f) = =

una Funcion de Densidad de Probabilidad Normal, con parametros 1 y o,
gue consecuentemente implica que la esperanza matemadtica de la
variable aleatoria x es,

(x=w)? _(x=)?

202 dx = LXxe 29 dx
\/_

E(x) =

Cambiando la Variable p = % enlaquex =op+uydx =odp

1 © 2 1 © 0 2
E(x)\/—af_oo(ap +u e (@) o)dp = E[f_ooapdp+/,¢ f_we‘(zg) dp]

2 0 p?

P
E(x) = Codp |Z + —.f e 2_) d
oL |Zedp | U e ) p

Zap

Var |70 =0

2
. 1 o
Siendo que \/T_nf—ooe ®) dp=1y —
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Al representar el primer miembro el area encerrada bajo una normal
tipica y nulificarse entre sus limites el segundo:

E(x)=u
Como se enunci6 al principio de los enunciados antecedentes.

De manera analoga, se puede demostrar que o2 es la variancia de una
Funciéon de Densidad de Probabilidad Normal;

V(x) = E(x?) — E(x)?

(o] — 2
E(x?) = j x? e_%(%) dx

1
V2no
Cambio de variables: p = XTT” enlaquex =op+puydx=odp

1

ECS) = 7y

(o] pz
] (cp+w?ezadp

o

1 «® _22 _22
E(xz)zﬁ f azpzezdp+f 20ppuez dp
oo pz
+f ule 2 dpl

1

1 1
Ex)= —1,+—1I, +—1I
Vo ! Vol 2 Vanm 3

Integrando cada una de las sefialadas,
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2 2 o 2
L = —f a?p? e dp = 7 f p*e 2 dp
V2T J—oo —o0

Integrando por partes,

p2
v=p; dw=pe z ;

« p? p?
dv=dp - sz pe2dp=—e2|2 =0

—00

00_22 0.21 (2] _22
11 \/—pe oo_fezdp=\/7—n—0+j€2dp=

__dp—a —f e de—a 1=o0?
=l

En virtud de que la expresidn post cedente a sigma representa un area
bajo una normal tipica.

I ‘/—1 j 2 ‘gz d 204 (7 ‘52 d
2 =) _ZoPH 14 ) P p

20 U(— f pezdp)—ZGMO—O

En atencidn a que la expresidn contenida en el ultimo paréntesis define
la esperanza matematica de una Variable Aleatoria Normal Tipica que, es

I foo 2675 dp = u2 — foo B dp =21 =2
s==] n p=w=] p=u?l=yp
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Por la extension del area bajo cualquier funcion de densidad de
probabilidad

Ex®)= L+L+L=0+0+ p?>=0*+p* y E@=p->
E(x)* = p?

V(x) =E(x?) —E(x)?>= o?+ p?— u?
Con que queda demostrado que: V(x) = o2

Otro resultado importante es la Funcion Generatriz de Momentos de la
Variable aleatoria normal, la cual se puede encontrar de la siguiente

manera :

Por definicidon de la Funcion Generatriz de Momentos

Elet*] = 1 jetxe_§(¥) dx

Por propiedades de exponentes

[o 0] 1 _ 2
E[et*] = — fetx-z(¥) dx
\/2710_Oo
[ . | 1 v 2txo?—x?+2x u— p?
Elet*] = j‘e 202 dx
\/Zn(r_oo

Agregando y luego restando al exponente de la base de Euler la
constante(t 62 + w?, con el fin de lograr un cuadrado perfecto, la
ecuacion se convierte en,
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1 ° x2-2x (t o2 +p)— p?
e 202 dx
V2o f

— 00

1 < x2—2x(t 02+u)+ (t 02+u)2—u2— (t 02+u)2
e_ 2072 dx =
V2mo f

— 00

Aplicando propiedades de los exponentes a fin de obtener una funcion de
densidad normal, acotada en todo su dominio

1 jo (x=to?-w? _ (to’+u)?-p?
e 202 e 202 dx
V2mo

— 00

t2c*+2to? p 1
= e 202

_1(x—(ta?+p)

[0 ] S S LY "
e 2 202 dx =
V2o f—oo

Siendo que la integral aludida, definida anteriormente,

1 e _l@=(ta®+w)
[,e? 22 dx=1tenemos:

2no

t2c%+2t o2 252
e 20 1=e 2

Que representa la Funcion Generatriz de Momentos de la Variable
Aleatoria Normal (de cualquier media u y desviacién tipicao).

Caracteristicas de Una Variable Aleatoria Normal.-

La representacion grafica de la funcidn de densidad de probabilidad de
una variable aleatoria normal, presenta el siguiente esquicio, que se hace
mas puntiagudo cuanto menor es la desviacion tipica ( en la especie sea
menor a uno) y mas plano en el caso de que aumente la desviacién tipica

(en el presente caso sea mayor a uno)
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En el que se puede apreciar:

a) Por la simetria de la funciéon'’?, que la densidad de probabilidad
de un valor cualquiera del dominio de la variable, depende de su
distancial’® respecto a la media, cuya recta perpendicular al eje
de las abscisas en el punto en que esta definida es el eje de
simetria de la funcion de densidad de probabilidad.

b) Que, la funcién de densidad de probabilidad normal, alcanza su
maximo absoluto cuando su abscisa corresponde a su media vy, se
hace asintética indefinidamente a cero, respecto al eje de las
abscisas a medida que la funcion se aleja, por exceso o por
defecto, del indicado parametro.

c) Que, la distancia horizontal de la media a la proyeccion
horizontal (sobre el eje de las abscisas) de cualquiera de sus

172 | 3 variable aleatoria normal es perfectamente simétrica, por lo que su Coeficiente de
Asimetria de Fisher es igual a cero (ver la pagina 99 del primer tomo).
173 El valor absoluto de |a diferencia del valor con la media
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174

puntos de inflexion'’* es igual a la desviacion tipica de la

variablel’>,

d) Que su coeficiente de asimetria es 0, aspecto concordante con
la propiedad sefialada en el inciso a*’®.

174 | 3 diferencia en valor absoluto de la abscisa de la media con la abscisa de cualquiera
de los puntos en los cuales la variable cambia de cdncava a convexa y luego de convexa
nuevamente a concava.

175 | a probabilidad de que ocurra la variable en el intervalo que tiene por limite inferior,
la media menos una desviacion tipica y por limite superior la media mas una desviacién
tipica es igual a 68,27%. La probabilidad de que ocurra un evento en el intervalo cuyo
minorante es la media menos dos desviaciones tipicas y que tiene por mayorante a la
media mas dos desviaciones tipicas es de un 95,45%. Y por ultimo, |la probabilidad de que
ocurra la variable en el segmento que empieza a tres desviaciones tipicas menos que la
media y que termina a tres desviaciones tipicas mas es de 99,73 %.

176 E| coeficiente de sesgo, definido como E((x — u)3) que verifica la simetria de la
funcién respecto al eje proyectado desde u, se puede encontrar usando la funcién
generadora de momentos, hallada anteriormente;

tzaz
M,(t) =E[et*]=e z TtH

Derivando la funcién se tiene

1 tZa.Z
MOP @) =e z T (to? +u)
La que evaluada en cero origina
E(x)=u
Derivando la derivada encontrada, a efecto de encontrar el segundo momento no
desplazado, se presenta,

2.2
MO (1) = e 2+ ((to? +w)? + 0?)
Resultado que evaluado en cero, otorga,
E(x?) = u?+ o2
Derivando una vez mas la funcion (accediendo a la tercera derivada de la funcion
generatriz de momentos) da,

t2g2

t2g2
MP @ = (eT”" (ta? + u)> ((te? + w)? + 62) + (2(te* + u)o?)e z " t#
La que evaluada en cero resulta,
E(x3) = u3 + 3uc?
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e) Que, el grado de apuntamiento de la variable (como el de
cualquier otra) se corresponde de forma inversa al tamafio de su
desviacidn tipica, correspondiendo a la denominada “Campana de
Gauss” una desviacion tipica igual a 1177,

Desarrollando el Coeficiente de Sesgo, es posible utilizar los resultados encontrados:
E(x — %)% = E(x® — 3x%x + 3x%%2 — x°)

E(x —%)3 = E(x?®) — 3E(x®)x + 3E(x)x? — i3

E(x—x)%=u3+3uc? -3u? +o¥)x +

3(uw)x? —x3

E(x—%)* =1 +3u0? = 3(u* + o®)u + 3(wu?

— /J3 =0

177 Una Funcién de Densidad de Probabilidad Normal que tiene una desviacién tipica
menor a uno es leptocurtica (puntiaguda), en oposicion, la que tiene una desviacidn tipica
mayor a uno es mesocurtica (aplanada). En el primer caso, su coeficiente de curtosis es
menor a tres, en el segundo caso igual al tres y en el tercero mayor a tres. De forma
andloga a lo realizado para encontrar el coeficiente de sesgo, para encontrar el
coeficiente de curtosis se puede derivar cuatro veces la funcién generadora de
momentos; siendo que habiéndose derivado por tres veces, como esta expresado en el
anterior punto aclaratorio se tiene,

t2g2 202
IO <ez+ th (to? + u)) ((t6? + w)? + 62) + (2(to? + u)o?)e z +°#
derivandola una vez mas,

(4) 2ot 2a?
M) =|[lez T (te? +w) | (to? + w) + o%e z T H|[(to? +
2ot 2ot
w2 +o?]+[2 @6 +wo?]|ez T (to? +uw) | + 2oY)e 2z THH+

252
ezt L (ta? + u)( 2(to? + u)o?)
Que estimada en cero, a fin de obtener el cuarto momento no desplazado:
E(x®) =[(1(0+w)(0+w) +a?1][(0 + w)? + 62]
+[2(0+wa?](1 (0+w)+ (201
+1(0 +u)(2(0 + u)o?)

E(x*) = [u? + o?][u® + 2] + [2uc?](u) + (26%)
+ u( 2uc?)
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Tipificacion de Una Variable Aleatoria Normal.-

La conversion de una variable aleatoria normal no tipica, x en una tipica,
z (repitiendo, que tiene por media cero y desviaciéon tipica uno) para
efecto de poder usar la tabla que consigna su probabilidad acumulada'’?,
se realiza de forma sencilla, restandole su media y dividiéndola entre su
desviacion tipical’;

E(x*) = [u* + 2u?0? + 0*] + [2 u?0?] + (20%)
+ (2u?0?)
E(x*) = u* + 6u?0? + 30*

Reemplazando los valores encontrados en el anterior acapite y el presente, luego de
desarrollar; la esperanza de las desviaciones cuarticas respecto a la media, por el binomio
de Newton, se obtiene,

E((x —x)*) = E(x* — 4x3% + 6x%%% — 4xx3 + x%)
E((x —%)*) = (u* + 6u?0? + 36*) — 4(u® + 3uc?)u + 6(u? + o?)u?
— 4uud + u?)
E((x — %)% = 4u* + 8u?0? + 30*
Evaluando en los pardmetros que determinan la normal tipica,
=1 y u=20
E((x-x)*) =3

178 Que se encuentra desplegada en el Apéndice N°.....

179 Esta es una aplicacion especial del “Teorema De la Transformacion Lineal de Una
Normal” que dice: Si una variable aleatoria distribuida normalmente, se transforma en
otra multiplicandola por “a” y sumandole una constante “b”, la variable transformada se
distribuye también normalmente y tiene por media la media de la normal original
multiplicada por “a” mas la constante “b” y por variancia, la constante “a” elevada al
cuadrado, multiplicada por la variancia de la variable original.

En los antiguos textos se la denomina Variable Normal Estandar.
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Que consiguientemente tiene la siguiente funcién de densidad de
probabilidad:

fx) = parax € ]—oo oo[180

llustracion.- Dada la variable aleatoria distribuida normalmente, con
media en 5 y desviacidon tipica en 2, se convierte en una variable
aleatoria tipica, con media en cero y desviacidn tipica en 1, si se realiza
la operacién apuntada,

x—5
2

Z =

La tipificacion de la variable aleatoria permite calcular la probabilidad de
gue ocurra cualquier intervalo que se suscite en el dominio de una
Variable Aleatoria Normal, mediante el uso de la tabla expuesta en el
apéndice N° 5, que refiere la probabilidad acumulada de una variable
aleatoria tipica en todo su dominio, es decir expresa:

El valor de z, la abscisa normal tipica, hasta el primer decimal se
encuentra reflejado en la primera columna de la tabla, el cual es
precisado usando la primera fila®:, el valor que refiere la interseccién de
los elementos marginales que se han sefialado, representa la
probabilidad acumulada de una Variable Aleatoria Normal Tipificada
hasta “t”.

180 Evidentemente una funcion par, es decir f(x)=f(-x).
181 Es decir se encuentra definido por los elementos marginales de |a referida tabla.
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Por otra parte, la tabla puede ser usada, de forma inversa, es decir
observando la probabilidad acumulada, en el interior de la tabla para
luego encontrar la abscisa a la que corresponde, en los margenes derecho
y superior (usados conjuntamente en el orden en el que se han
mencionado)

[lustracion.-

a) El peso de un conjunto de nifios de 10 afios de una determinada regién,
se halla distribuido normalmente con media en 25 kilos y una desviacién
tipica de 2 kilos, calcular la probabilidad que un nifio del grupo
referenciado pese entre 23 y 24,65 kilos.

1) Se tipifican los valores indicados,

Z, 23-25_

1 > -1,

Z._ 24,65-25
2=T=

-0,175
2) El problema se ha transformado en el cdlculo de encontrar la
probabilidad que una variable aleatoria tipica, se encuentre en el

intervalo [—1 —0,175],

3) Entonces se busca en la tabla la probabilidad acumulada de -0,175,
como ésta, no se refleja en la tabla, se interpola linealmente la
probabilidad acumulada correspondiente a --0,17 (0,4325) con la
probabilidad acumulada de- 0,18 (0,4286) representando en
consecuencia la probabilidad de -0,175 el valor 0,4306% . Luego se

182 | 3 interpolacion lineal referida usa la formula:
ABSm_ABSinferior
PAm = PAinferior + (PAsuperior - PAinferior)

ABSsyperior —ABSinferior
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encuentra en la tabla la probabilidad correspondiente a -1 que es igual a
0,1587.

3) El resultado es la diferencia de ambas probabilidades acumuladas,
0,2719= 0,4306 — 0,1587

Representa la probabilidad de encontrar un nifio con un peso entre los 23
y los 24,65 kilos.

llustracién.- Encontrar la abscisa normal tipica que corresponde a una
probabilidad acumulada de 0,90

Resolucién:

1) Se busca dentro de los margenes de la tabla, el valor mas préximo a
0,90, el hallado tiene el valor de 0,8997 (que difiere en tres diez milésimas
de 0,9)

2) se observa por la observacién del margen izquierdo y el superior que
abscisa corresponde en la tabla es de 1,28. Es decir, hasta este valor se
acumulé un 90% de probabilidad, dado el desarrollo de la variable
aleatoria.

Que encuentra la probabilidad acumulada en el punto m, en este caso 0,175, a partir de
las Probabilidades Acumuladas posibles de encontrar en la tabla, de las abscisas superior
e inferior, que en este caso son 0,18 y 0,17 respectivamente.
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Variable Aleatoria Gama.-

La variable aleatoria cuya funcién de densidad de probabilidad tiene un
dominio definido en los Reales No Negativos y se circunscribe al algoritmo
de dos pardmetros a y B que se expone a continuacién'® :

=%

a'—1
f) = e e

gue muchas veces es presentado en la forma equivalente:

=|®

) = s (D

‘ml»—t

recibe el nombre de Gama de parametros a, B, (positivos), la cual es
extremadamente importante en la descripcién de procesos estocasticos

que dependen del tiempo!8

y, la funcién holénimo de muchas otras
funciones de densidad de probabilidad muy utilizadas. En particular una
de sus aplicaciones mds importantes es la representacién del tiempo que
transcurre hasta que se hagan efectivos un nimero determinado de

sucesos aleatorios idénticos.

183 E| algoritmo I'(a) representa, “La Funcién Gama” de argumento a, el estudio
detallado de |a precitada funcién, corresponde a la matematica superior, sin embargo en
el limite de nuestro interés, se dird que, el valor de este pardmetro compuesto de la
funcién explanada en el texto es:

I'a) = fom x*le™* dx
Cuya importante caracteristica de recurrencia es:

Na+1) =arl(a)
La que implica, en el caso de que a sea un nimero natural, que la funcidn represente el
factorial del indicado,

=T(n+1)

Otra funcién importante es la funcidn Beta, de pardmetros a,b que se define como **
184 E| tiempo necesario hasta que un determinado nimero de sucesos acontezca.
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Se puede demostrar que el algoritmo resefiado representa una funcion
de densidad de probabilidad, observando la evidente positividad de la
indicada funcidon ademas de verificar que el area que encierra es igual a
la unidad, de la siguiente manera:

1 A= 176 (B e ) dx=

s [ (G

2) Realizando el cambio de variable u = %

que implicaquedx = fu du

3) Remplazando

=2 [ (@ e fudu =
=5l (@ e ) pudu

Se hace notoria como sub integral, la funcion gamma de a

rp _
rm)/sj ( T B

La esperanza matematica de una Variable Aleatoria Gama es,

E(x)= B«

W le ) udu= =1
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Resultado al que se arriba, bajo el siguiente baremo:

1) Por definicién de Esperanza Matematica de una Variable Aleatoria
Continua, reducida en el campo de definicién de la Variable Aleatoria
Gama

o0}

E(x)zf x f(x)dx =
E(x) =fooxf(x)dx=
0

®» 1 xo11 _%
E(x) =f (5) e FPax

o "T(@ " B B
2) Reduciendo la variable x mediante la suma de sus exponentes,
multiplicando el parametro beta fuera de la integral y dividiendo el
paréntesis que contiene la variable por éste pardmetro para que toda la
expresion contenida dentro del sefalado quede elevada a a, ademas de
multiplicar el numerador y el denominador por «, se tiene,

a—1 _
@) =20 v (D b Fax =
1 r®° 1 x (@a+tD-11 _x
=e) @@ g e

3) Aplicando la propiedad de recurrencia de la Funcion Gama, es decir
quel(a+ 1) =al(a)

x (@+D-1 1 _x
a,[i’f (@ ,3) Ee b dx
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x (@h-11 _x
‘“ﬁf F(a+1)(ﬁ) B

4) Se hace evidente dentro de la integral una Variable Aleatoria Gama de

e Bdx

parametro a + 1 evaluada en todo su campo de existencia, por lo tanto
igual a la unidad.

x (@+D)-1 1 _x
ﬁf ar(a) ( ge Fdr=ap()=ap
La Variancia de la Variable Aleatoria Gama es:
V(ix) = p?a
Para demostrar el resultado se sigue el procedimiento que continua,

1) Se decide encontrar la variancia aplicando la férmula que la relaciona
con el primer y el segundo momento de la variable aleatoria,

V(x) = E(x?) — E(x)?

2) Se plantea el segundo momento de la variable aleatoria, reduciéndola
en su campo efectivo de existencia,
2 2 © o 1 a-l1 -2
Ex®) =[" x*f(x)dx = [ x F()() 3¢ B dx
3) Se multiplica fuera de la integral por a(a + 1) y se hace lo propio en el
denominador de la integral, luego se multiplica dentro de la integral por

2
(%) y se divide por la misma cantidad fuera de la integral, obteniéndose

dentro de la integral una Variable Gama con parametro (a + 2), valuada
en todo su campo de existencia (consecuentemente igual a uno);
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© 1 x. 11 X
a(a+1)j; le_.(a)a(a_l_l) (E) Ee B dx
oox(a+2)—1 1 1 _x
a(a+1)ﬁzjo 5 T@+d) Ee B dx

woxl@-1 1 1 X
Si |, T 3¢ dx = 1 entonces:

ala+ 1% (1) =ap?(a+1)

4) Obtenido el segundo momento de la variable aleatoria, se aplica la
expresion para encontrar la variancia, referida en el inciso 1).

V(ix) =E(x?) —E(x)? = af?(a+ 1)—(aB)? = a?p? + af? — a?p?
= (ll?z
Relacion de la Variable Aleatoria Gama Con la Variable

Aleatoria Exponencial.-

En el caso de que & seaigual a 1 la Funcion de Densidad de Probabilidad
Gama se corresponde a la de una Variable Aleatoria Exponencial®®,

|
=R

x1-1e 1
fO) =g = 3¢

|
™[R

de pardmetro B, en la que el indicado, representa la esperanza
matematica y la variancia de la variable aleatoria son, respectivamente,

Ex)=ap=1B=p

185 En vista de que es evidente que I'(a) = 1, por otra parte un resultado, menos
. . . . .2 1
ostensible pero igualmente importante en referencia a esta funcién es que T’ (5) =+r.

128



Dr. Rafael Torrez Valdivia

Vix)=ap?=1p*= p*

por lo que puede ser escrito el complemento de su funcién acumulada de
probabilidad®® por la expresidon que sigue,

1-PX<x)=1-F(x) =
*1 _t X

=1- —e B =e B
1 L(Be )dt = e

Con capacidad de representar, la probabilidad de que el componente
especifico de un sistema funcione, sin falla, después de un determinado
tiempo x, situacion que también pudiera ser descrita de forma
equivalente, mediante una variable aleatoria de L’Poisson, como la
probabilidad de que el componente que en el tiempo x, en promedio
produce A fallas, funcione presentando cero fallas en esa unidad de
tiempo, lo anterior implica en los algoritmos correspondientes,

—AH0

e A —
_e}\

0!

P(y=0) =

Al existir una relacion biunivoca entre la media de las fallas esperadas, A
en un lapso de tiempo de tamafio x, con el transcurso de tiempo en el

. 1
gue se espera acontezca una falla, denominado B, de la forma, Ex =A,

es decir, el tiempo medio en el que se espera ocurra una falla, calculado
en su probabilidad mediante una Variable Exponencial, es igual a la
esperanza matematica de la Variable Aleatoria de Poisson, a su vez la
inversa del promedio de fallas esperadas en un tiempo unitario A,
multiplicado por la extension del referido tiempo.

186 | a probabilidad de que la variable adquiera valores superiores a un valor determinado,
perteneciente a su dominio.
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llustracién.- La probabilidad de que un foco cuya duracién media es de
150 horas sin presentar falla, puede ser representada por una variable
aleatoria exponencial, con la siguiente funcion de densidad de
probabilidad,

X
f&x) = 1%;06_1_50

Correspondiendo la probabilidad de que funcione por encima de las 300
horas a:

px 2 300) = [ (-e7i50) dx = —e 550 | = e 550 30 =

300 \ 150
(e7?) =0,131

El mismo resultado puede ser encontrado mediante una Variable
Aleatoria de Poisson, teniendo en cuenta que la probabilidad de que el
componente presenta en trescientas horas en promedio dos fallas

(porque es el doble de 150 horas); es decir de forma abstracta %x =2,

que remplazando datos significa (%50)(300)= 2. En consecuencia el

problema se reduce a calcular la probabilidad que un componente
presente cero fallas, sujeto a la indicada ley Poisson de probabilidad.

e—220
0!

plx =0) = =0,131

a partir de lo expresado, se puede deducir que, la suma de n variables

aleatorias exponenciales idénticas e independientes con parametro 5 e

distribuye de acuerdo a una variable aleatoria Gama con parametros a =
n yfB = [ y entonces argumentar la relacidn que se expone en el
siguiente punto.
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Relacion Con la Variable Aleatoria de L"Poisson.-

Si el parametro O se corresponde a un entero positivo, n, la
Funcién de Densidad de Probabilidad Gama puede escribirse como:

1
(n—-1)!

=%

fl) =

( %)n xn—le_

Llamada entonces Funcion de Densidad de Probabilidad de la Variable
Aleatoria de Erlang'®’, teniendo al estar definida Ginicamente para valores
positivos una Funcidn de Distribucién de Probabilidad:

F(x) = [, f(©)dt =

F(x) f (Y e B
x) = — (5 e
o (m—1D!*B
Equivalente por el teorema de Complementariedad de Probabilidad*®® a,
F)=1-[f@Odt=
[ee] 1 n

P =1- | (ﬁ(ﬁ)

X

_t
t"le B)dt

Reordenando los términos,

0 1 t n-1 _ t 1

87 Nombre otorgado en honor a su inventor, Agner Kraroup Erlang, matematico
estadistico e ingeniero Danés, inventor de la Teoria de las Colas.
188 Desarrollado en la pagina 110 del primer tomo.
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Realizando el cambio de variable p=é qgue implica que t =

B p ademas que,dt = [ dp se tiene,

FO)=1-[ (=55 (P)" e P)dp

Expresidon que puede escribirse como:
-1 _
1-F(y) = f (g (2" ey
Semejante por la recurrencia de la integral a:
1-F(y) = i (s (" e )
Y m—1D! P
P

Que hace evidente que y representa una Variable Aleatoria de Poisson

enlaquey =pfx

[lustracion.- En referencia a la ilustracion anterior, calcular la
probabilidad de que el componente del sistema referido anteriormente
presente tres fallas antes de la mitad del tiempo especificado como su
duracion media.

1) En atencion al planteamiento, el componente se sujeta a la Funcion
Gamma, de parametros « = 3y f = 150 que tiene la siguiente funcién
de densidad de probabilidad:

fix) = (5)3 x? e 71w

2) Por lo que el tiempo esperado para que se produzcan tres fallas es,
aff = 450 horas
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3) Lo anterior hace que la probabilidad de que falle antes de la mitad del
tiempo especificado como duracién media sea:
225 (1 1\3,, L
p(x < 225) = fo E(E) t? e 150 | dt
4) Sin embargo por la relacién que existe entre la Variable Aleatoria Gama
y Poisson el problema se proyecta a la probabilidad de que el

componente que se espera falle tres veces a las 450 horas, presente
menos de tres fallas en 225 horas, cuando el promedio de 3 fallas en este

lapsoes 1 = %%225 = ﬁ %225 =0,5

5) Revisando tabla de la Funcién Complementaria Acumulada de Poisson,
1 — F(x — 1) desarrollada en el apéndice N°7, con parametro A=0,5,
para el valor de x =2, que sefiala la probabilidad de que ocurrieron 3 o
mas fallas, se tiene que la indicada es de 0,90204, por lo que la
probabilidad de su complemento, que significa que el sistema tuvo tres
fallas durante ese lapso de tiempo es 0,09796.

Variable Aleatoria Chi Cuadrado (x?).-

El merénimo mas importante de la Variable Aleatoria Gama es la Variable
Aleatoria Chi Cuadrado, descubierta por el matematico karl Pearson?®?,
cuya funcién de densidad de probabilidad, como en el caso de toda
Variable Aleatoria Gama, se sujeta a dos parametros,a y B que en este
caso toman en el orden que se los ha referenciado los valores a=n/2 y

B=2;

189 Karl Pearson (1857-1936) fue un prominente cientifico, matematico y pensador
britanico, que establecio la disciplina de la estadistica matematica. Desarrolld una intensa
investigacién sobre la aplicacién de los métodos estadisticos en la biologiay fue el
fundador de la bioestadistica.
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1 x,,1 -5 1 xn ., 1 _x
Ot @5 T @ 2t
flx) = — xz—le—%

221 (3)

Para todos los valores positivos de la variable, x>0, en esta expresion, n
recibe el nombre de Grados de Libertad. Los esquicios de esta funcién
para distintos grados de libertad son:

v

v

v

El segundo grafico, refiere una variable aleatoria exponencial, es decir
gue una variable aleatoria Chi Cuadrado con 2 grados de libertad,
equivale a una Variable Aleatoria Exponencial.

Al pertenecer a la familia de las variables aleatorias Gama, su esperanza
matemdtica y su variancia son (en aplicacion de los resultados
encontrados para la esperanza matematica y la variancia de una Variable
Aleatoria Gama):

Ex):aﬁz(g)(2)=n y
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V(x) = aB? = (g) (22) = 2n

Relacion de la Variable Aleatoria Chi Cuadrado con la Normal.- La suma
de n variables aleatorias normales independientes, se distribuye de
acuerdo a una Chi Cuadrado con n grados de libertad, para probar la
anterior afirmacién, se pueden seguir los siguientes pasos:

1) En primera instancia se debe demostrar que la Distribucion de
Probabilidad de una Variable Aleatoria Normal Tipica se distribuye como
una Chi Cuadrado con un grado de libertad:

z~N(0,1) - z% = x~X?3

Partiendo de la Funcién de Densidad de Probabilidad de la Normal Tipica,
se tiene

72

1 —
f(2) = e 2
Que permite encontrar la distribucion de z2
Yi=nzZ = x tal que si:z~N(0,1) - x~X2

Funcién de Distribucién de Probabilidad de la X2.- Por lo expuesto la
funcidn de distribucidn de probabilidad de |a variable aleatoria es:

n1 X
X2 e 2)dx

F(x) = [(

1
2ir(3)

Cuyas abscisas, en referencia de la probabilidad acumulada, pueden ser
encontradas en la tabla plasmada en el apéndice N°......... , €n cuya primera
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columna se expresa el numero de grados de libertad de la variable
aleatoria, en tanto que el margen superior refiere la probabilidad
acumulada correspondiente.

llustracién.- Observamos en la tabla que la probabilidad acumulada de
0,25 en una variable aleatoria con diez grados de libertad, implica una
abscisa X7, de 6,37.

VARIABLE ALEATORIA F DE SNEDECOR .-

El cociente x de dos variables aleatorias, u, y v Chi Cuadrado®®,
independientes, divididas por sus ni y n; grados de libertad,
respectivamente, es decir,

=
I
Sl@lfl:

se distribuye bajo una ley de Snedecor, sobrenombre otorgado a su
inventor R.A. Fisher, a principios de 1920, cuya funcién de densidad de
probabilidad se plasma en el algoritmo:

nq n
ni+ny\(n LI .
l"(—1 2)(—1) 2 xz !
2 ny

f(x) = [EEa

() r(3) (455 *

Definido en los reales positivos; ademas se puede demostrar el resultado

anotado de la siguiente manera:

1) Se encuentra previamente la funcion de densidad de
probabilidad conjunta de u y v, que no es mds que el producto de

. . . , ng 1 ny 1
130 E| cociente de dos Variables Aleatorias Gama, con pardmetros (f,;)y (?2,5), en el

numerados y en el denominador respectivamente.
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sus funciones de densidad de probabilidad, es decir, por la
independencia aludida es el producto de sus funciones de
probabilidad marginales;
s(u,v) = gwh(v) =
1 Mg _u 1 1 ¥
(W u?2 1e 2)(W V2 1e 2)
(™M (M2
2721(3) 27T(F)
2) Se genera una variable auxiliar w , w = v a efecto de proyectar
la funcién s bidimensional, a un espacio de la misma dimension,
es decir, para poder representar la distribucién conjunta
s(u, v)mediante una funcion t(x, w).

3) Por lo anterior se presenta,

. . X
Que implica u=——=—— yv=w

4) El paso del espacio (u,v) al espacio (x,w) presenta como
relacion de equivalencia de las d&reas intervinientes en la
transformacion, el Jacobiano:

6_u a_u nyw ng x
_ |lox ow| _ _nmw
[= o | =T 7T
dx Oow

5) Que permite escribir la funcién de densidad conjunta t(x, w)
en el espacio (x, w)
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t(x,w)

xwn
1 xwn, -1 _ ny 1 g o _wingw
\ommn O ¢ ommy ¢
22r(7) ™ 221 (%) 2

6) Usando la funcién conjunta, se encuentra la funcidon de

densidad de probabilidad marginal de x,

fx) =

xwny
xwn U _m L Y inw
[t wydw = [ L (Eumy 277 o= 3 S wr e |2 gy
g ) E

7) Que se expresa del siguiente modo:

fG) =
xwnq
1 ng o | xng Mg (BLoq)4(P2o1)41 -2 W
z("linz)r(ﬂ)p(u)n_lzfo I(n_zl)z wlE)E)n = Zldw
2 2

Extrayendo las constantes, expresiones que no dependen de w,
fuera de la integral

f(x)
1 n xn1 ﬂ_lf [ n1+n2 _xzwnl _%]d
= e n2 w
27 () ()™
Factorizando el exponente en la integral
fx)
1 * + _wmy
= (n1+n2) n n n_l xnl) %_11 [W(%)_1 e 2(n2x+1)] dw
2520 (F)r ()

8) Sustituyendo
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19=E(ﬂx+1)

2 ny

-1
Que implica w = 2 (% x + 1) Y

2

Cuya diferencial es

dw = 2(”1 X+ 1)_1 4

nz
La marginal se transforma en
(Bg2)-1

0= i v ) f[(z Coer) o) oo

Extrayendo fuera de la integral las expresiones que no dependen
de 19,

fl) =

1
L ()™ "
) e ) [ e

Que hace evidente que la integral define una Funcién Gama de

ny+n,
2 ’

e @F
P () )

fx) =

Reduciendo términos semejantes
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ny +n, ﬂ%
f) = Fn(1+n22 L) e
L (3)r(3)
n “1 (rn - (M5)1
(—x+1) <(n—:x+1) )
F) G
AT

() G a6
e 0L
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() ()
OLCICRDA

La demostracién de que la variable aleatoria F representa una funcion de

(x) 7!

fx) =

densidad de probabilidad, se puede desarrollar de la siguiente manera:

1) Se hace evidente que en todo su campo de definicidn, que son los
reales positivos, la funcidén es positiva, entonces queda por demostrar
gue en el referido campo, la integral inherente es igual a uno,

nq

. . ny +n,\ (My\z

sz fdx = f r(72) ()

) ey

2) Se extraen todas las constantes fuera de la integral
) (@ .

IORCRE S

3) Se reordenan términos

My
(x) 2 “dx

L
[ = (x) 2 “dx

n1+n2)

dx

() ()7 [ B ()
0

1GR3 !
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-1
4) Se sustituye la variable u = (1 +2 x) , esta sustitucion de variable,

n2
conduce a cambiar los limites de integracién de 0 a oo por los nuevos 1 a
0, en virtud de que son esos los nuevos extremos de la variable u cuando
se los sustituye en su relacién con x. explicitando, x,

U= 1 _ 1 _ 1 _ ny
- 1= (n - nyt+nix T
Gren) Grnd) | T s
2

nz
Implica,
u(nz + nl.X) =N,

un, +nux =n,

ny—np;u _ np(l-u)

X =
nLu nqu

Y expresando la diferencial de x, en términos de u,
_ lu— (1 u) _nz
b = B[00 g

5) Se plantea la integral en términos de u y su diferencial
nq -1
ny +ny\ (M1\2 n,(1— u)) ”1+”2
_F( 2 )(nz) _[0( nu E[_—l]du
- M\p (M2 1 ny Lu?
r(F)r(z) '

Que invierte sus limites de integracion merced al cambio del signo que

aparece en el numerador del Ultimo corchete,
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nq g
ny +ny\ (My\2 nz(l—u)>2 nisny
I—F( 2 )(nz) j1< nu u 2 n,
0

W I

6) Se extraen las constantes dentro de la integral y se las multiplica con
los términos semejantes, quedando,

e

_ (52 1
- r(®)r(%) Iy 1 [uz] du

2 2

-1 Tl1+7’12
1-u
( )) u

7) Se reducen u, mediante la suma de exponentes,

[—ﬂ 1(1_ )%—1 —(%—1)4.%_261
HE e "
r,(nl+nz)
" r(H)r(z) f(l_u)z “ul

8) De forma pristina se encontré bajo el signo de la integral definida, una

forma Beta, 8 (— —) que representada mediante funciones gama es,

(5 ()
) TR

Lo que concluye la demostracion.
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Grafico de la Variable Aleatoria F.-

Mediante el grafico que prosigue, se puede observar que la variable
presenta asimetria positiva, que a medida que tiende a equiparar sus
grados de libertad y estos se hacen mas grandes, se aproxima a una
variable aleatoria normal;

Uso de la Tabla F.-Mediante el uso de la Tabla F, que se proporciona
en el Apéndice 10 cuyo margen superior expresa los grados de libertad
en el numerador de una Funcién de Densidad de Probabilidad F, haciendo
lo propio con los grados de libertad en su denominador su margen
izquierdo, es posible encontrar en la interseccidn de las columnas con las
filas pertinentes, la abscisa de la Funcion de Densidad de Probabilidad F,
gue corresponde al complemento de las probabilidades acumuladas de
un 5% y de un 1% %, para varias posibilidades de combinaciones de
grados de libertad en el numerador y el denominador.

llustracion.-

1) Se observa en la tabla que una F con 6 grados de libertad en el
numeradory 2 grados de libertad en el denominador acumula un 95% de
probabilidad cuando su abscisa es 19.33 y la misma funcién acumula un
99% de probabilidad cuando su abscisa se hace 99,3.

2) En una F con 20 grados de libertad en el numerador y 7 grados de
libertad en el denominador, la abscisa que corresponde a una
probabilidad acumulada de un 95% es 3,44, siendo 6,16 la que
corresponde a una acumulacion de probabilidad de un 99%.

191 Obviamente implican probabilidades acumuladas de un 95% y de un 99%,
respectivamente.
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